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Zadanie 1 (!). Niech A bedzie skonczeniewymiarows algebra Banacha z jedyn-
kg oraz z,y € A sg takie, ze xy = e. Wykaz, ze elementy x,y sa odwracalne.
Sprawdz, ze tak nie musi by¢, gdy A jest nieskonczeniewymiarowa. Wtedy jed-
nak yx jest nietrywialnym idempotentem.

Zadanie 2 (!). Znalez¢ wszystkie dwuwymiarowe zespolone algebry Banacha z
jedynka.

Zadanie 3 (!). Wykazaé, ze jeSli A jest przemienna algebra z norma, ktéra
spetnia ||22|| = ||z||?, to ta norma jest podmultiplikatywna.

Zadanie 4. Niech A bedzie algebra Banacha, a x,y komutujacymi idempoten-
tami (22 =z, y* = y, 2y = yx). Udowodnié, ze z = y lub ||z — y|| > 1.

Definicja 1. Przemienna algebra Banacha A nazywa si¢ wierng, gdy warunek
Aa = {0} dlaa € Aimplikuje a = 0. Odwzorowanie T : A — A jest mnoznikiem,
gdy z(Ty) = (T'z)y zachodzi dla wszystkich z,y € A (A jest tutaj przemienna
algebra Banacha).

Zadanie 5. Niech A bedzie wierna algebra Banacha. Wykazaé, ze M (A) - zbior
mnoznikéw na A jest domknieta podalgebra z jedynka algebry B(A).

Zadanie 6. Sprawdzié, ze jeSli A jest przemienna algebra Banacha z jedynka,
to M(A) = A.

Zadanie 7. Niech X bedzie przestrzenia lokalnie zwarta. Wykazadé, ze M (Co(X))
jest izometrycznie izomorficzne (jako algebry Banacha) z Cp(X).

Zadanie 8. Sprawdzié, ze dla 1 < p < oo zachodzi M (IP(N)) ~ [*°(N) (izome-
tryczny izomorfizm algebr Banacha). Przypominam, ze na [P(N) mnozenie jest
punktowe!.

Zadanie 9. Niech A bedzie wierna algebra Banacha oraz T € M(A) bedzie
bijektywny. Sprawdz, ze T—! € M(A).

Zadanie 10. Niech A bedzie algebra Banacha, a Q0 C C - zbiorem otwartym
oraz f: Q— A, h: C +— Q funkcjami holomorficznymi. Wykaz, ze funkcja
fog:C— A jest holomorficzna.



Zadanie 11. Sprawdzié, ze algebry M (T) oraz M (R) nie sa izomorficzne.

Zadanie 12. Niech n € N oraz A = {f € LY(R") : f € LP(R™)}. Sprawd, ze
A znorma ||f[| = [|f||1 + || f||p jest algebra Banacha.

Zadanie 13 (!). Niech L'(R*) bedzie podalgebra L!(R) skladajaca si¢ z tych
f, ktére spetniaja f(t) = 0 dla ¢t < 0. Udowodnij, ze L'(R*) jest generowana
przez funkcje f(t) = et dlat > 0 oraz f(t) = 0 dla t < 0 (czyli najmniejsza
domknieta podalgebra zawierajaca te funkcje jest rowna L'(RT)).

Zadanie 14 (!). Wykazadé, ze jeli A jest zespolong algebra Banacha z jedynka
o wlasnosci
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to A jest izometrycznie izomorficzne z C.
Wracamy do mnoznikow.

Zadanie 15. Niech A bedzie przemienna, wierna, zespolong algebra Banacha
oraz T € M(A). Udowodnié, ze wéwczas istnieje dokladnie jedna funkcja ciagta
f na M(A) taka, ze

Ta(p) = f(0)2(¥)
dla wszystkich ¢ € M(A) oraz x € A. Uzasadnié réwniez, ze f jest ograniczona
i flloe < [IT1I-

Zadanie 16. Niech A bedzie przemiennag, zespolona, pélprosta i wierna alge-
bra Banacha. Dla T € M(A), niech fr okresla funkcje ciagla z poprzedniego
zadania. Wykazaé, ze T +— fr jest claglym izomorfizmem M (A) na podalgebre
B C Cp(M(A))

B={feCp(M(A)): f-%c A dla wszystkich = € A}.

Zadanie 17. Niech A bedzie przemienna, polprosta, zespolong algebra Banacha
i niech T € B(A). Wykaz, ze T € M(A) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
p € M(A) istnieje stala c(p) taka, ze T*(p) = c(p)e (T* oznacza operator
sprzezony).



