[1I seria zadan: Spektrum i promien spektralny

9 marca 2020

Najblizsza definicja i dalsze zadania stanowia nieco inne podejscie do pojecia
promienia spektralnego i spektrum niz to byto przedstawione na wyktadzie.

Definicja 1. Niech A bedzie algebra Banacha. Okreslamy promien spektralny
elementu z € A wzorem

r(z) = inf{ {/||z"|| : n € N}.

Zadanie 1. Niech A bedzie algebrg Banacha. Wykazaé, dla dowolnych x,y € A,
A € K, nastepujace fakty:

1. Zachodzi wzér na promien spektralny

r(z) = lim /]]z"||.

n—oo

N

r(Az) = [Alr(z).

w

-0 <r(e) < ||

W

- (1) r(zy) = r(yz)
. (1) Jedli z,, — = przy n — oo, to

limsup r(z,) < r(z).
n—oo

6. (1) Jesli z,y komutuja (xy = yx), to
r(z+y) <r(x) +r(y) oraz r(zy) < r(z)r(y).

Zadanie 2 (!). Niech A bedzie algebra Banacha z jedynka oraz = € A spelnia
r(z) < 1. Wéwczas e — x jest odwracalny i zachodzi

oo

(e—x)! :e+2x".

Zmierzamy do uprawomocnienia nazwy ”promien spektralny”. Przypomina-
my definicje.



Definicja 2. Niech A bedzie algebrg Banacha z jedynka oraz = € A. Okreslamy
spektrum elementu z jako zbior

o(z) = {X € C: Xe — x nie jest odwracalny}.

W przypadku, gdy algebra A nie ma jedynki okreslamy spektrum elementu jako
spektrum w algebrze z dolaczona jedynka.

Zadanie 3. Niech A bedzie zespolona algebra Banacha i € A. Wéwczas o(x)
jest niepustym zbiorem zwartym oraz

max{|A\| : A € o(x)} = r(z).

Plan dzialania: Domknietos¢ jest tatwa. W oparciu o poprzednie zadanie dowo-
dzimy, ze o(z) jest zawarte w kole o srodku w zerze i promieniu r(z). Sprawdzié
dalej, ze funkcja (Ae — )~ ! jest stabo holomorficzna funkcja zmiennej A na do-
petnieniu spektrum. Dowieéé jej ograniczonosci i wywnioskowaé stad niepustosé
spektrum. Przyjaé s(z) = sup{|A| : A € o(z)} i zalozy¢ nie wprost, ze istnieje
t € R spelniajace s(z) < t < r(x). Rozwinaé funkcje f(\) = A((De — x)71),
A € A* w szereg Laurenta, skorzystaé¢ z twierdzenia Banacha - Steinhausa i
doprowadzi¢ do sprzecznosci.

Istnieje dowdd podstawowego twierdzenia o spektrum nie uzywajacy (pra-
wie) analizy zespolonej i jesli kto§ ma ochote na dodatkowe zadanie, to prosze
da¢ mi znac.

Zadanie 4 (!). Niech A bedzie zespolona algebra Banacha z jedynka. Wykazad,
ze dla dowolnych elementéow x,y € A zachodzi

o(xy) U{0} = o(yx) U{0}.
Sprawdzié takze, ze nie zawsze zachodzi o(xy) = o(yx).

Zadanie 5 (!). Niech A bedzie zespolong algebra Banacha oraz p wielomianem
jednej zmiennej (bez wyrazu wolnego, jesli A nie ma jedynki). Wykazaé prosta
wersje twierdzenia o odwzorowaniu spektralnym

p(o(x)) = o(p(x)) dla z € A.

Udowodni¢ analogiczna teze dla funkcji wymiernych jednej zmiennej z bieguna-
mi poza o(z) (ograniczy¢ sie do algebr z jedynka).

Zadanie 6 (!). Niech A bedzie zespolong algebra Banacha z jedynka oraz x € A.
Wykazaé, ze nastepujace warunki sa rownowazne

1. pa(x) jest spGjne.

2. oa(z) = op(z) dla kazdej domknietej podalgebry B z jedynka, zawieraja-
cej x.



Zadanie 7 (!). Niech B bedzie domknieta podalgebra I (Z) sktadajaca sie z tych
x = (zn)n € 11(Z), ktére speniaja x,, = 0 dla n < 0. Pokaz, ze 0 4(d1) # op(d1)
(61 to ciag, ktéry ma jedynke na miejscu pierwszym, a poza tym zero).

Zadanie 8 (!). Niech X = {z € C:1 < |2| <2} i f(2) = z dla z € X. Niech
A bedzie najmniejsza domknieta podalgebra C(X) zawierajaca 1 oraz f, a B
najmniejsza domknieta podalgebra C(X) zawierajaca f i 1/f. Znalezé oa(f)
oraz op(f). Zrobié to samo, gdy X jest okregiem.

Zadanie 9 (!). Okre$lmy na L'[0, 1] mnozenie za pomoca wzoru

(f*g)t /ft—s s)ds dla f,g € L'[0,1], t € [0,1].
Sprawdzié, ze kazdy element f € L'[0,1] spetnia r(f) = 0 (takie elementy
nazywamy quasi-nilpotentnymi lub topologicznymi nilpotentami).

Zadanie 10 (!). Przypusémy, ze 2 jest otwartym podzbiorem C, « jest izolowa-
nym punktem brzegowym , f : Q — C jest holomorficzna funkcja o warto$ciach
w X, gdzie X jest zespolong przestrzenia Banacha, i istnieje najmniejsza liczba
catkowita nieujemna n taka, ze

(A =al*[lFM]I

jest ograniczona przy A — «. Jesli n > 0, to méwimy, ze f ma biegun rzedu n
w punkcie a.

1. Przypuéémy, ze € A i (Ae — 2)~! ma biegun w kazdym punkcie o(z).

Udowodnij, ze istnieje nietrywialny wielomian P o wlasnosci P(z) = 0.

2. Wywnioskowaé z poprzedniego, iz jedli o(z) = {0} i (A\e —2)~! ma biegun
rzedu n w 0, to ™ = 0.

Dla funkcji okreslonej na liczbach nieujemnych okre$lamy (Sgf)(n) = f(n—
1), jeslin > 1 oraz (Sgrf)(0) = 0.

Zadanie 11 (!). Niech Sg bedzie prawostronnym przesunieciem dzialajacym na
12 i niech {c,} bedzie zbieznym do zera ciagiem niezerowych liczb zespolonych.
Zdefiniujmy M € B(I') wzorem

(Mf)(n) = cnf(n) (n>0)
i okredlmy T € B(I') jako T' = M Sk.
1. Oblicz ||T™]| dla m € N.
2. Pokaz, ze o(T) = {0}.
3. Pokaz, ze T nie posiada wartosci wlasnych.

4. Pokaz, ze (A — T)~! nie ma bieguna w zerze.



5. Pokaz, ze T jest operatorem zwartym.

Zadanie 12. Niech z € A (zespolona algebra Banacha z jedynka) i z,, — = przy
n — 00. Przypuéémy, ze ) jest zbiorem otwartym w C zawierajacym skladowsa
o(x). Udowodnij, ze o(z,) przecina ) dla wszystkich dostatecznie duzych n.

Ostatnie dwa zadania to ciekawe charakteryzacje promienia spektralnego.

Zadanie 13. Niech A bedzie przemienna, zespolona algebra Banacha z jedynka.
Przyjmijmy

Ki={zxe€A: lim 2" =0}

n—oo

Ky={xeA: 9 |]2"|| < 1}.
n>0

Wykazaé, ze K1 = Ky i ze zbiér K := K; = K5 jest otwartym, wypuklym i
symetrycznym podzbiorem algebry A. Udowodnié¢, ze funkcjonal Minkowskiego
odpowiadajacy zbiorowoi K, tzn.

ple) = [sup{|A| : Az € K} 7
jest réwny promieniowi spektralnemu.

Definicja 3. Niech A bedzie zespolong algebra Banacha z jedynka i norma ||-||.
Norma dopuszczalna na A bedziemy nazywaé kazda norme podmultiplikatywna,
(na jedynce algebry ma warto$é 1) || -||a, réwnowazna z norma || - ||. Zbiér norm
dopuszczalnych bedziemy oznaczaé przez D.

Zadanie 14. Niech A bedzie zespolong algebra Banacha z jedynka. Wykazac,
ze

r(x) = nf{[|zlla < [| - |la € D}



