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Definicja 1. Niech A bedzie algebra Banacha. Element x € A nazywamy topo-
logicznym dzielnikiem zera, gdy istnieje ciag y, € A taki, ze ||y,|| =1 dlan € N
i spetlniajacy zy, — 0 lub y,z — 0 (mozna oczywiscie méwié¢ o dwustronnych
topologicznych dzielnikach zera). Oczywiscie mozna zakladaé ||ly,|| > 6 > 0
zamiast ||y, || = 1.

7 pierwszego zadania wynika, ze topologiczne dzielniki zera to takie elementy
”permanentnie nieodwracalne”

Zadanie 1. Niech A bedzie algebra z jedynka. Sprawdzi¢, ze topologiczne dziel-
niki zera nie sa odwracalne. Co wiecej, jesli nasza algebra jest domknieta po-
dalgebra z jedynka pewnej algebry Banacha B, to topologiczne dzielniki zera w
A pozostaja nieodwracalne w B.

Zadanie 2. Niech A bedzie algebra Banacha z jedynka. Wykazaé, ze kazdy ele-
ment brzegowy grupy elementéw odwracalnych jest topologicznym dzielnikiem
zera.

Zadanie 3. Niech A bedzie zespolong algebra Banacha z jedynka. Wykaz, ze
A nie zawiera (nietrywialnych) topologicznych dzielnikéw zera wtedy i tylko
wtedy, gdy A jest izomorficzne z C.

Zadanie 4. Rozwiazaé¢ analogiczne zadanie jak poprzednie bez zalozenia ist-
nienia jedynki.

Nastepne zadanie pokazuje, ze przy stosownym zanurzeniu mozna topolo-
giczne dzielniki zera traktowaé jako ”prawdziwe” dzielniki zera.

Zadanie 5. Niech A bedzie algebra Banacha. Wykazac, ze istnieje algebra Ba-
nacha A taka, ze A jest algebra izometrycznie izomorficzng z pewna jej do-
mknigta podalgebra o tej wlasnosci, iz kazdy topologiczny dzielnik zera w A
jest dzielnikiem zera w A.

Wskazowka: Wezmy za A’ algebre ciagéw © = (x,) C A takich, ze |||z]|| =
limsup||z,|| < co. Oznaczmy przez N ideal algebry A’ skladajacy sie z tych
ciagow x, ktére spelniajg |||z]|| = 0. Okreslic A = A’/N i sprawdzié, ze to
dziala.



Zadanie 6. Niech A bedzie algebra Banacha z jedynka. Dla x € A rozwazamy
operator L, : A — A okreSlony wzorem L,(y) = zy. Przeanalizowaé, jakie
wlasnosci elementu x sa réwnowazne podanym wlasno$ciom operatora L.

1. L, jest bijekcja.

2. L, nie jest réznowartosciowy.

3. L, jest roznowartosciowy i ma domkniety obraz, ale nie jest surjekcja.

4. L, jest réznowartosciowy, ale nie ma domknietego obrazu.

Jesli A jest algebra Banacha, to dla z € A przyjmujemy
zA={zy:ye€ A}

Zadanie 7. Wywnioskowaé z poprzedniego zadania, ze element x przemiennej
algebry Banacha A z jedynka nie bedacy dzielnikiem zera jest topologicznym
dzielnikiem zera wtedy i tylko wtedy, gdy xA # zA. Podaé przyklad dzielnika
zera T w pewnej algebrze Banacha z jedynka A o wlasnosci A = zA.

Zadanie 8. Wykazaé, ze kazda funkcja z L*(T) jest topologicznym dzielnikiem
zera.

Zadanie 9. Niech A bedzie przemienna, zespolong algebra Banacha z jedynka
i niech € A. Wykazaé, ze element z jest permanentnie nieodwracalny (nieod-
wracalny w dowolnej nadalgebrze) wtedy i tylko wtedy, gdy jest topologicznym
dzielnikiem zera.

Wskazéwka: Wystarczy pokazaé, ze element z # 0, ktory nie jest topologicz-
nym dzielnikiem zera mozna odwréci¢ w pewnej nadalgebrze. Rozwazy¢ algebre

szeregow
o0
F(t) = ant",
n=0

gdzie a, € A oraz t € [0,1] z normg |Z]| = 3 |jan||. A zanurza si¢ w A jako
szeregi state. Rozwazy¢ ideal I = (e — z - t) i algebre ilorazowa A/I.

Zadanie 10. Udowodnié, ze kazdy element nalezacy do radykalu algebry jest
topologicznym dzielnikiem zera.

Zadanie 11. Niech A bedzie algebra Banacha z jedynka. Dla z € A rozwazmy
funkcje

d(z) = inf ny”, c(z) = inf lyz]
v#0 ||y v#0 |yl
Uzasadnié, ze x jest lewostronnym topologicznym dzielnikiem zera wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy d(z) = 0 i analogicznie z drugiej strony ¢(z) = 0. Udowodnié
nastepujace fakty o funkcjach d i ¢:

L d(z) —d(y)| < |z = yll, le(z) = c@)] < [lz -y



2. d(z)d(y) < d(zy) < ||lzlld(y), c(z)c(y) < c(zy) < @)yl

Zadanie 12. Wywnioskowaé z poprzedniego zadania, ze zbiér lewostronnych
(prawostronnych) topologicznych dzielnikéw zera jest domkniety. Uzasadnié réw-
niez, ze jesli xy jest lewostronnym (prawostronnym) topologicznym dzielnikiem
zera, to x lub y jest lewostronnym (prawostronnym) topologicznym dzielnikiem
zera.



