V seria zadan: Algebra B(X)

1 kwietnia 2020

Zadanie 1. Niech T' € B(X) bedzie operatorem zwartym spelniajacym ||T"|| >
1 dla kazdego n € N. Uzasadnij, ze T' ma wartos¢ wlasna.

Zadanie 2. ZnajdZ spektrum operatora T' € B(I?) zadanego przez
T($1,$2,x3, T4, .. ) = (_an L1, —T4,T3,-- )

Nastepne zadanie to przyktad ciagu topologicznych nilpotentéw zbieznych
do elementu, ktéry nie jest topologicznym nilpotentem (nieciagloéé spektrum).

Zadanie 3 (Kakutani,Rickart). Niech ey = (0;5)$2, € [, k € N. Okredlmy
operator Tex, = apegy1, gdzie piszac k = 2™ (21 + 1) kladziemy «y = exp(—m),
k,l =0,1,.... Sprawdzié, ze ||T|| = sup |ax|. Wykaza¢ dalej, ze o(T) zawiera
liczby rézne od zera. Okredlmy operatory T;, ktadac
T er — 0dlak=2"20+1),
"R apergr dla k #2720+ 1).
Uzasadnié, ze r(T,,) = 0 oraz ||T,, — T'|| — 0 przy n — oc.

Zadanie 4. Niech T € B(X), gdzie X jest przestrzenia Banacha. Wykaz, ze
o(T) = o(T*) (T* to operator sprzezony, wiec drugie spektrum rozpatrujemy w
algebrze B(X™)).

Definicja 1. Niech X bedzie przestrzenia Banacha. Dla w € X*,y € X wpro-
wadzamy operator y ® w:

(y@w)(z) = w(z)y dla kazdego z € X.

Operator T' € B(X) nazywamy operatorem skoficzonego rzedu, gdy wymiar
jego obrazu jest skonczony. Zbior takich operatoréw bedziemy oznaczaé przez
Br(X).

Zadanie 5. Niech X bedzie przestrzenia Banacha. Wykazac, ze

Br(X) = ij@)wj neNjz; € Xjw; € X
j=1

Uzasadnié takze, ze Bp(X) jest idealem w B(X), ktdry jest zawarty w kazdym
niezerowym ideale.



Nastepne zadania prowadza do stynnego wyniku Eidelheita o jednoznaczno-
$ci normy na B(X). Zaczynamy od lematu Eidelhata.

Zadanie 6. Niech A bedzie domknieta podalgebra B(X), ktéra zawiera Bp(X).
Wykazaé, ze podzbiér S C A jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaz-
dego T' € Bp(X) istnieje € > 0 taki, ze operator I — AT'S jest odwracalny dla
wszystkich |A| <ei S €S.

Wskazowki: Dotozy¢ do A operator identycznosciowy na X. Jesli S jest ograni-
czony, to wziaé € taki, aby zalozenie |\| < e pociagalo za soba ||[ATS|| < 1. W
druga strone, zalozy¢, ze S nie jest ograniczony. Uzasadnié, iz istnieje x € X
oraz w € X*, dla ktérych {w(Sz) : S € S jest nieograniczony. Odpowiednio
zdefiniowaé¢ T' € Bp(X) i doj$é do sprzecznosci.

W nastepnym zadaniu mamy opis izomorfizmdéw miedzy algebrami operato-
réw.

Zadanie 7. Niech X,Y beda przestrzeniami Banacha oraz A, B domknietymi
podalgebrami B(X) i B(Y) (odpowiednio) zawierajacymi operatory skoficzone-
go rzedu. Wykazaé, ze jesli @ : A — B jest izomorfizmem algebraicznym, to
istnieje liniowy, ciagly izomorfizm P : X — Y spelniajacy

®(S) = PSP~ dla wszystkich S € A.

Wskazéwki: Wzia¢ ¢ € X i funkcjonal liniowy 7 € X* taki, ze 7(z) = L.
Wéwezas z @ T jest idempotentem rzedu 1. Wykazaé, ze ®(z ® 7) réwniez jest
idempotentem rzedu 1, czyli mozemy napisaé¢ ®(z ® 7) = w ® o dla pewnego
w €Y oraz 0 € Y* o wlasnosci o(w) = 1. Sprawdzié tozsamosé

P(z7)=2(z@7)P:207)=0@7)(WQ0c)=yRo0.

dla pewnego y € Y, ktére zalezy od x liniowo. Okreslié P(x) = y i sprawdzié,
ze to dziata, a ciagto$é ® wywnioskowaé z poprzedniego zadania.

W nastepnym zadaniu nalezy znéw skorzystaé z przedostatniego.

Zadanie 8. Niech A bedzie domknieta podalgebra B(X) zawierajaca Bpr(X).
Wykazaé, ze kazde dwie zupelne i podmultiplikatywne normy na A sa réwno-
wazne.

Ostatnie jest dla rozrywki.

Zadanie 9. Niech X bedzie algebra Banacha i niech A bedzie niezerowym ide-
atem lub dowolng podalgebra zawierajaca Bp(X). Wykazaé, ze wéwczas kazda
podmultiplikatywna (niekoniecznie zupelna) norma na A dominuje norme ope-
ratorowsq.



