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Zadanie 1. Wykazaé, ze jedli kazdy element w algebrze z inwolucja jest nor-
malny, to ta algebra jest przemienna.

Zadanie 2. Niech A bedzie algebra Banacha z inwolucja. Wykazaé¢, ze jesli
zbiér elementéw normalnych ma niepuste wnetrze, to A jest przemienna.

Zadanie 3. Wykazaé, ze *-algebra Banacha z inwolucja i jedynka A jest syme-
tryczna wtedy i tylko wtedy, gdy element e + z*x jest odwracalny dla kazdego
x € A

Zadanie 4. Sprawdzi¢, ze iloczyn elementéw hermitowskich jest hermitowski
wtedy i tylko wtedy, gdy te elementy komutuja.

Zadanie 5. Niech A bedzie C* algebra z jedynka. Wykazaé, ze e jest punktem
ekstremalnym kuli jednostkowe;j.

Zadanie 6. Niech A bedzie C* algebra. Wykazaé, ze A = A™ dla kazdego
n € N, gdzie A™ jest przestrzenia liniowg rozpieta przez iloczyny n elementéw z

A.

Zadanie 7. Niech A bedzie C* algebra oraz niech x,y € A spelniaja x < y
oraz x,y > 0. Udowodnié, ze wowczas ||z|| < ||y].

Zadanie 8. Niech A bedzie algebrg Banacha z izometryczng inwolucja oraz B
- C* - algebra. Wykaz, ze kazdy * - homomorfizm f : A — B spelnia ||f(z)|| <
[|z|| dla kazdego = € A.

Zadanie 9. Niech A bedzie C* algebra z jedynka. Wykaz, ze kazdy element
unitarny w A ma spektrum zawarte w okregu jednostkowym.

Zadanie 10. Wykaz, ze kazdy element w C*-algebrze jest kombinacja liniowa
co najwyzej czterech elementéw unitarnych.

Zadanie 11. Niech z bedzie elementem hermitowskim w C* algebrze A. Wy-
kaza¢ (prosze korzystaé¢ z wiedzy przedstawionej na wykladzie) réwnowaznosé
nastepujacych warunkow:

1. 2 >0,

2. x = yy* dla pewnego y € A,



3. = h? dla pewnego hermitowskiego elementu h.

W nastepnym zadaniu warto zastosowaé rachunek funkcyjny, aby otrzymac
rozklad elementu C* algebry na czed¢ dodatnia i czes¢ ujemna.

Zadanie 12. Niech T' € B(H). Wykazaé, ze T > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego x € H mamy (Tx,z) > 0.

Zadanie 13. Wykazaé, ze w dowolnej C*-algebrze z jedynka kazdy odwracalny
element x € A moze by¢ w jednoznaczny sposob przedstawiony w postaci x =
up, gdzie u jest unitarny, a p dodatni.

Zadanie 14. Sprawdzi¢, ze operator przesuniecia (niewazne, czy w lewo, czy w
prawo) nie ma rozkladu biegunowego takiego jak w ostatnim zadaniu.

Zadanie 15 (Fuglede,Putnam,Rosenblum). Zalézmy, ze M, N, T € B(H), M i
N sa normalne oraz MT = TN. Wykaz, ze wowczas M*T = TN*.
Wskazéwka: Wzia¢ dowolne S € B(H) i sprawdzié, ze dla V = S — S* operator
exp(V) jest unitarny i pracujac ambitnie dostaé || exp(M*)T exp(—N*)|| < ||T|.
Rozwazy¢ funkcje f(N\) = exp(AM*)T exp(—AN™*) i pokazad, iz jest calkowita
oraz ograniczona.

Zadanie 16. Niech x bedzie elementem hermitowskim w C* algebrze A. Wy-
kazaé (prosze korzystaé z wiedzy przedstawionej na wykladzie) réwnowaznosé
nastepujacych warunkéw:

1. 220,
2. x = yy* dla pewnego y € A,
3. = = h? dla pewnego hermitowskiego elementu h.

W nastepnym zadaniu warto zastosowaé rachunek funkcyjny, aby otrzymaé
rozktad elementu C* algebry na cze$¢ dodatnia i cze$é ujemna.

Zadanie 17. Niech T' € B(H). Wykaza¢, ze T > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego € H mamy (Tz,x) > 0.

Zadanie 18. Wywnioskowaé z twierdzenia z wykladu (o reprezentacji dodat-
nich funkcjonaléw na przemiennych, symetrycznych algebrach Banacha z inwo-
lucja) klasyczne twierdzenie Bochnera. Polecam przeczyta¢ plan postepowania
z ksiazki Rudina.

Zadanie 19. Udowodnié, ze jedli F' jest ograniczonym funkcjonatem liniowym
na C* algebrze z jedynka A i ||F|| = F(e) =1, to F jest dodatni.
Wskazowki (od Rudina): wziaé¢ = € A, ||z|| < 1, przyjaé¢ F(zz*) = o+ f4,
1
Yy = xx* — (5 +it)e dlat € R.
Pokazaé, ze o(xx*) C [0,1] i stad

1
[F @yl < llyell = r(ye) <5 +it],



Dalej powinno sie kontynuowaé jak w lemacie 5.26. (tu niestety trzeba wziaé
Waltera do reki).

Zadanie 20. Okredlmy inwolucje na A(D) za pomoca wzoru
F(2) =@
1. Czy ta inwolucja czyni z A C* algebre?
2. Czy o(ff*) zawsze lezy na osi rzeczywistej?

3. Ktoére funkcjonaly liniowo - multiplikatywne na A(D) sa dodatnimi funk-
cjonatami ze wzgledu na te inwolucje.

4. Jesdli u jest dodatnia miara borelowska na [—1,1], to

1
f [ Fdutt

jest funkcjonatem dodatnim na A. Czy istnieja jakie$ inne?

Zadanie 21. Niech M bedzie zbiorem dodatnich, regularnych miar borelow-
skich na przestrzeni zwartej K o normie mniejszej badz réwnej 1. Uzasadnié, ze
wszystkimi punktami ekstremalnymi M sa delty Diraca oraz miara zerowa.

Zadanie 22. Wykazaé, ze jesli p jest miara zespolong na przestrzeni zwartej
K taka, ze ||p|| = pw(K), to u jest miara dodatnia.

W nastepnym zadaniu warto skorzysta¢ z zadania poprzedzajacego.

Zadanie 23. Niech u € M(T) bedzie miara dodatnia. Wykazaé, ze zbiér {n €
Z:|pa(n)| = 1(0)} jest podgrupa Z. Wywnioskowaé stad, ze jesli p € M(T) jest
probabilistyczna miarg ciagla, to jej potegi splotowe zbiegaja stabo* do miary
Lebesgue’a.



