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Zadanie 1. Niech K bedzie uktadem generatoréw zespolonej algebry Banacha
A. Wykaz, ze zbiory

V =V(po;z1,...,2n,€) = {p € M(A) : [Ti(p) — Ti(po)| <&, i=1,2,...,n},
gdzie x1,xa,...,x, € K stanowia baze otoczen w M(A).

Zadanie 2. Wykazaé, ze jesli przemienna, zespolona algebra Banacha z jedynka
ma n generatordw, to przestrzen M(A) jest homeomorficzna z pewnym zwartym
podzbiorem C™.

Definicja 1. Niech A bedzie przemienng algebra Banacha z jedynka oraz x1, zs, . . .

A. Okreslamy spektrum laczne elementéw x1, xs, ..., x, jako zbidr
o(z1,...,2n) = {(@T1(P), .-, Tnlp)) € C" 1 p € M(A)}.
Widzimy (mam nadzieje), ze widmo laczne jest zwartym podzbiorem C™.

Zadanie 3. Sprawdzi¢, ze kazdy zwarty podzbiér C" jest spektrum lacznym
pewnego ukladu elementow pewnej algebry Banacha.

Czas na klasyczna definicje z analizy zespolone;j.

Definicja 2. Niech K bedzie niepustym podzbiorem ograniczonym przestrzeni
C™. Wielomianowo - wypukla powloka (otoczka) zbioru K nazywamy zbiér

E=({recC: W) < max [W ()]}
w

gdzie przeciecie bierze sie po zbiorze wszystkich wielomianéw W o wspdlczynni-
kach zespolonych. Podzbior K C C" nazywa si¢ wielomianowo - wypukly, jezeli
zachodzi K = K.

Zadanie 4. Sprawdzi¢, ze K C K oraz K jest rowniez zbiorem zwartym. Uza-
sadni¢ ponadto nastepujacy wzér na K:

K= N {AeC": (W) <1}
Wimaxg,e i |W ()| =1



Zadanie 5. Niech K C C" bedzie zwarty. Wykazaé, ze M(P(K)) = K.

Nastepne zadanie mozna zrobié¢ bezposrednio lub skorzystaé z juz posiadanej
wiedzy.

Zadanie 6. Scharakteryzowaé¢ wielomianowo - wypukle podzbiory C.

Kolejne zadanie jest bardzo wazne i wyjasnia role, jaka pelnia zbiory wielo-
mianowo - wypukle w teorii algebr Banacha.

Zadanie 7. Niech A bedzie zespolona, przemienna algebra Banacha z jedynka.
Wykazaé, ze jezeli A ma skonczony uklad generatoréw xi,...,x,, to widmo
taczne tego ukladu generatoréw jest wielomianowo - wypukle. Udowodnié¢ takze
twierdzenie odwrotne: kazdy wielomianowo - wypukty podzbiér C" jest widmem
tacznym pewnego uktadu n generatoréw pewnej przemienne, zespolonej algebry
Banacha z jedynka.

Wskazéwki: Z pierwszym zadaniem sprobujcie poradzi¢ sobie sami. W druga
strone nalezy wzia¢ uzupelnienie w normie supremum algebry wielomianéw n
zmiennych.

Zadanie 8. Sprawdzié, ze kazdy zwarty i wypukly podzbiér C" jest wielomia-
nowo - wypukty.

Podobnie jak to zrobiliSmy na ¢éwiczeniach mozna wykazaé, ze jesli K C C”
jest wielomianowo - wypukly, to C™ \ K jest spdjne. Przeciwna implikacja nie
zachodzi, a przyklad jest w nastepnym zadaniu.

Zadanie 9. Dla n > 2 zdefiniujmy zbiér
K={z2=(21,...,2,) €C": |z] =1, 1 <j<n}
Wykazaé, ze C™ \ K jest spdjne, ale K nie jest wielomianowo - wypukly.
Zadanie 10. Wykazaé¢, ze dwuwymiarowy torus
T ={(z,w) € C*: |z| = |w| = 1}

ma w C? wielomianowa otoczke wypukla réwna czterowymiarowemu bicylindro-
wi D x D.

Definicja 3. Wymierna otoczka wypukla zbioru ograniczonego K C C" (I?T)
nazywamy zbior tych z € C" spelniajacych | f(z)| < || f]|x dla wszystkich funkcji
wymiernych f, ktore sa analityczne na K. Zbiér ograniczony K C C™ nazywa
sie wymiernie wypukly, gdy jest réwny swojej wymiernej otoczce wypukte;j.

Zadanie 11. Sprawdzi¢, ze X C )?T cX , W szczegoOlnosci, jesli X jest wie-
lomianowo wypukly, to jest wymiernie wypuklty. Wykazaé réwniez, ze kazdy
zwarty podzbior C jest wymiernie wypukly.

Nastepne zadanie taczy pojecie wymiernej wypuklosci z wielomianami.



Zadanie 12. Niech X bedzie zwartym podzbiorem C™. Wykazaé, ze
X, ={z€C": p(z) € p(X) dla kazdego wielomianu p}.

Zadanie 13. Niech X bedzie zwartym podzbiorem C". Udowodnié, ze M(R(X)) =
X,

Zadanie 14. Niech X bedzie zwartym podzbiorem C". Uzasadnié, ze P(X) =
R(X) wtedy i tylko wtedy, gdy X = X,.. Wywnioskowa¢ stad, iz dla zwartego
X CC, P(X) = R(X) wtedy i tylko wtedy, gdy C\ X jest spdjne.



