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Zadanie 1. Niech A i B beda przemiennymi, zespolonymi algebrami Banacha.
Sprawdzié¢, ze jesli algebry A i B sa izomorficzne (algebraicznie), to ich prze-
strzenie Gelfanda sa homeomorficzne. Zauwazy¢ réwniez, ze gdy A = Cp(X),
B = Cy(Y), gdzie X,Y to przestrzenie lokalnie zwarte, to te implikacje mozna
odwrocié.

Kazdy domkniety ideal w algebrze Banacha mozemy traktowaé jako do-
mknieta podalgebre, wiec warto zastanowié sie, jakie sa zwigzki pomiedzy jej
przestrzenia Gelfanda, a przestrzenia Gelfanda algebry wyjsciowe;j.

Definicja 1. Niech A bedzie zespolong, przemienng algebrg Banacha. Dla pod-
zbioru M C A definiujemy h(M) - otoczke M jako

h(M) = {p € M(A) : (M) = {0}}.

Zadanie 2. Niech [ bedzie domknietym idealem w przemiennej, zespolonej
algebrze Banacha A oraz niech ¢ : A — A/I bedzie odwzorowaniem ilorazowym.
Udowodnié, ze

1. Odwzorowanie ¢ — ¢ o g jest homeomorfizmem 9 (A/I) na h(I).
2. Odwzorowanie ¢ — ©|; jest homeomorfizmem IM(A) \ h(I) na M(I).

Zadanie 3. Niech A i B beda przemiennymi algebrami Banachaorazh: A +— B
homomorfizmem o gestym obrazie. Udowodnié, ze odwzorowanie h* : MM(B) +—
M(A) okreslone wzorem

h*(p)(a) = ¢(h(a)) dla a € A oraz ¢ € M(B)

jest ciagle. Uzasadnié¢ réwniez, iz je$li B ma jedynke, to h* przeksztalca 9(B)
homeomorficznie na h*(9M(B)).

Zadanie 4. Znalez¢ przyktad poédlprostych, przemiennych, zespolonych algebr
Banacha A i B oraz homomorfizmu h : A — B o gestym obrazie takiego, ze
odpowiadajace mu odwzorowanie h* : IM(B) — M(A) nie jest surjektywne.



Zadanie 5. Niech X, Y beda niepustymi przestrzeniami zwartymi, ¢ : C(X) —
C(Y') homomorfizmem zachowujacym jedynke i niech ¢* : M(C(Y)) — M(C(X))
odwzorowaniem @ — @ o ¢. Sprawdzié, ze

1. ¢* jest réznowartosciowe wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest surjektywne.
2. ¢* jest surjektywne wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest réznowartosciowe.

Zadanie 6. Niech A, B beda przemiennymi, zespolonymi algebrami Banacha i
niech A® B oznacza ich sume prosta z norma ||(a, b)|| = max(||all, ||b||). Wykaz,
ze istnieje kanoniczny homeomorfizm pomiedzy (A @ B) i topologiczna suma
roztaczna M(A) i M(B).

Zadanie 7. Niech A bedzie przemienna, zespolong algebra Banacha z jedynka.
Wykazaé, ze jesli istniejg nietrywialne domkniete ideaty I, Is o wlasnosci A =
I, @ I, to M(A) nie jest spdjne.

Zadanie 8. Niech A bedzie polprosta, przemienng, zespolona algebrag Banacha
oraz niech ¢ : M(A) — M(A) niech bedzie homeomorfizmem. Powiemy, ze ¢
jest indukowane przez homomorfizm h : A — A, gdy é(¢)(x) = ¢(h(x)) dla
kazdego x € A oraz ¢ € M(A).

1. Udowodni¢, ze ¢ jest indukowane przez homomorfizm h : A — A wtedy i
tylko wtedy, gdy f € A pociaga za soba f o ¢ € A.

2. Znalez¢ analogiczny warunek gwarantujacy, ze ¢ jest indukowane przez
automorfizm A.

Zadanie 9. W poprzednim zadaniu potézmy A = ['(Z). Wykazaé, ze home-
omorfizm ¢ : T — T jest indukowany przez homomorfizm A — A wtedy i tylko
wtedy, gdy ¢ € A.

Uzywajac rachunku funkcyjnego mozemy juz zrobi¢ zadanie, nad ktérym
niegdys$ mieliémy sie zastanowic.

Zadanie 10. ZnaleZ¢ jadro odwzorowania wykladniczego exp : A — G(A).

Zadanie 11. Wykazaé, ze jezeli funkcja holomorficzna g w jednostkowym kole
otwartym i ciggla w kole domknietym dana jest wzorem

g(t) = Zant", gdzie Z lan| < o0
n=0

n=0

oraz f jest funkcja holomorficzna w otoczeniu zbioru wartosci g, to f o g rozwija
sie w szereg

(fog)(t) = but", gdzie »_ |by| < oc.
n=0

n=0



Zadanie 12. Niech A bedzie przemienna algebra Banacha z jedynka. Znalez¢
przestrzen i transformacje Gelfanda algebry A skladajacej sie z szeregdéw postaci

Z(t) = Z ant™, gdzie a, € A oraz t € [0,1].

n=0
Mnozenie jest punktowe, a norma okreslona jest wzorem ||Z|| = Y ||an]|-

Zadanie 13. Niech A bedzie przemienna algebra Banacha i niech D : A — A
bedzie ciaglym rézniczkowaniem, czyli ciaglym odwzorowaniem liniowym, ktore
spelnia D(ab) = aD(b) + D(a)b dla a,b € A. Udowodnié, ze Dz € rad(A)
dla kazdego x € A, a wiec w szczegdlnosci na pédlprostych algebrach nie ma
nietrywialnych ciaglych rézniczkowan. Wskazéwka: ustali¢ ¢ € M(A) i rozwazyé
funkcje z — p(exp(zD)x).

Zadanie 14. Udowodni¢, ze na algebrze C°°[0, 1] nie istnieje podmultiplikatyw-
na norma zupelna. Wskazowka: zalozy¢ przeciwnie i w oparciu o wyktad udo-
wodnié, ze rézniczkowanie w tej normie byloby ciagle, co prowadzi do sprzecz-
nosci.



