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Definicja 1. Niech X bedzie przestrzenia zwarta. Domknigta podalgebre A C
C(X) nazywamy algebrq jednostajng, gdy A rodziela punkty X i zawiera funkcje
state.

Zauwazmy, ze jesli A jest algebra jednostajng na X, to odwzorowanie ¢ : x —
vz, gdzie v, (f) = f(x) dla f € A jest homeomorfizmem na obraz ¢(X) C M (A).
Przypominam, ze dla zwartego podzbioru K C C algebra P(K) to domkniecie
wielomianéw na K w normie nieskoficzonosé, a R(K) to domkniecie w normie
nieskonczono$é funkeji wymiernych z biegunami poza K, za$ A(K) to algebra
funkeji ciagtych na K, ktére sa analityczne na Int(K). W zagadnieniach zwia-
zanych z tymi algebrami wystepuja stynne patologie.

Zadanie 1 (Ser szwajcarski). Niech K C C bedzie zbiorem zwartym, ktére po-
wstaje z domknietego kota jednostkowego poprzez wyjecie przeliczalnego uktadu
kélteczek Bj o roztacznych domknieciach w ten sposéb, ze K := D\ (|J B;) nie
ma wnetrza. Udowodnié, ze R(K) # A(K) = C(K).

Zadanie 2. Niech K C C bedzie zwarty. Wykazaé, ze M(R(K)) = K oraz
I(R(K)) = OK.

Zadanie 3. Niech K C C bedzie zwarty. Wykazaé, ze M(P(K)) = K - suma
K i ograniczonych sktadowych dopeienia K oraz (P(K)) = 0K. Uzasadnié
ponadto, iz P(K) = P(K) = R(K).

Zajmiemy si¢ teraz algebra A(K), gdzie K C C jest zwarty. Przypominam,
ze sklada sie ona z funkcji analitycznych wewnatrz K i ciaglych na K (norma
supremum). Bedziemy pracowaé¢ w nieco wigkszej ogdlnosci - niech S? oznacza
sfere Riemanna, czyli ptaszczyzne zespolona z dotaczonym punktem w nieskon-
czono$ci. Topologia ma charakter jednopunktowego uzwarcenia C. Ponadto, jest
to rozmaito$¢ zespolona i o funkcji f okreslonej w otoczeniu punktu co mowi-
my, iz jest holomorficzna, gdy funkcja z — f (%) jest holomorficzna w punkcie
z=0.

Definicja 2. Niech K bedzie zwartym podzbiorem S? i niech U bedzie otwar-
tym podzbiorem S? zawartym K. Przez A(K,U) bedziemy oznaczaé algebre
funkcji ciggtych na K, ktére sa analityczne na U.



Zadanie 4. Zauwazyé, ze jesli K = S?, to A(K,U) moze nie rozdziela¢ punk-
téw K. Uzasadni¢ jednak, ze jesli A(K,U) zawiera co najmniej jedng funkcje
niestala, to zawiera trzy funkcje, ktére rozdzielaja punkty K. Dowie$¢ réwniez,
iz jesli dopetnienie U w S? ma dodatnia miare, to A(K,U) zawiera funkcje
niestala, a wiec rozdziela punkty K.

Definicja 3. Bedziemy rozwazaé calki postaci

= %//7f(22 : g(f)h(z)dxdy.

dla funkcji ciaglych f na S? i borelowskich ograniczonych funkcji h na ptasz-
czyznie zespolonej o zwartym nosniku.

Zadanie 5. Sprawdzié, ze G jest funkcja ciagla na S? i analityczng w oo, jesli
f jest analityczna w oo. Ponadto, wykazaé¢ ze G jest analityczna w kazdym
punkcie, w ktorym f jest.

Bedziemy interesowaé sie szczegdlnie caltka G, gdy h = %, gdzie g jest
funkcja roézniczkowalna w sposob ciagly o zwartym nosniku.

Zadanie 6. Uzasadnié¢, ze w tej sytuacji

/ /f )= Bgd dy = F()9(€) + / / f(z)%z—igdxdy.

Przygladajac sie¢ temu wzorowi uzasadni¢ analityczno$é G poza domknietym
nos$nikiem ¢ oraz, iz f — G jest analityczna we wnetrzu zbioru, na ktérym g
przyjmuje wartos¢ 1. Dowies¢ rowniez, iz jesli f jest rézniczkowalna w sposob

ciagly, to
-2 [

Zadanie 7. Niech f € C(S?) oraz niech g bedzie rézniczkowalna w sposéb
ciagly o zwartym nosniku w kole B(zp;d). Wykazaé, ze

||GC(S2)<45H89H sup () — f(z0)l.

0% || oo |2—20|<5

Wskazéwka: Tak naprawde wystarczy zobaczy¢, ze catka

// dxdy
B(z0;9) |Z - g‘

jest zmaksymalizowana, gdy £ = zp 1 warto$¢ ta jest w tym punkcie réwna 270.

Zadanie 8. Niech f bedzie funkcja ciagla na sferze Riemanna, ktora jest ana-
lityczna na otwartym podzbiorze U C S? i niech zg € S2. Wykazaé, ze istnieje
ciag funkcji ciagtych {£,}5%, na S?, ktére sa analityczne na U i analityczne w
otoczeniu zg o wlasnoéci f,, = f (zbieznoéé jednostajna) na S2.



Wskazéwka: Zalozyé, ze zo = 0 i wybraé ciag funkeji {g,}22; bedzie ciagiem
funkeji rézniczkowalnych w sposob ciagly takich, ze gn(z) = 0, gdy |2| > 2,

gn(z)=1dlalz|< 1o ’% < 2n. Rozwazyé

G”(§>:71r//f(zi_g(€)aagzndxdy

i udowodnié, ze ciag f, := f — G,, dziala.

Zadanie 9 (Twierdzenie Arensa). Niech U bedzie otwartym podzbiorem S? i
niech K bedzie zwartym podzbiorem S? zawierajacym U i zatézmy, iz A(K,U)
zawiera funkcje niestala. Udowodni¢, ze przestrzenia idealéw maksymalnych
A(K,U) jest K.

Wskazéwka: Zalozyé, ze oo € Ui wziaé ¢ € M(A(K,U)), ktére nie jest ewa-
luacja w punkcie co. Wybraé g € A(K,U) spelniajace g(oco) = 01 ¢(g) = 1.
Woéwezas zg € A(K,U). Polozyé¢ zg = p(zg). Wziac teraz dowolne f € A(K,U)
i rozszerzyé do funkcji ciaglej na S?, a nastepnie, w oparciu o poprzednie zada-
nie rozwazy¢ ciag f, € A(K,U), ktéra rozszerza f analitycznie w otoczeniu zg
i f, = f na K. Za pomocg algebraicznych manipulacji zakonczy¢ dowdd.



