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Zadanie 1. Wykazaé, ze 9(A(D)) = {z € C: |z| = 1}.

Zadanie 2. Niech A bedzie domknieta podalgebra z jedynka w C (D) generowa-
na przez funkcje z i |z|. Wykazaé, ze 9(A) =D, ale M(A) # D (tutaj D oznacza
domkniete koto jednostkowe).

Zadanie 3. Niech A bedzie przemienna, zespolong algebra Banacha z jedynka
generowana przez a. Wykaz, ze homeomomorfizm ¢ +— ¢(a) pomiedzy 9M(A) i
o4(a) przeprowadza 0(A) na topologiczny brzeg o4(a).

Zadanie 4. Niech A bedzie zespolona, przemienng algebra Banacha bez jedyn-
ki. Wykazaé, ze 9(A.) = 0(A) U {p}.

Zadanie 5. Niech I bedzie domknietym idealem w zespolonej, przemiennej
algebrze Banacha A. Jak wykazaliémy mozna identyfikowaé 9 (I) z 9M(A)\h(I).
Sprébowaé wykazaé, ze wowczas (1) = 0(A) N9(I). By¢ moze potrzebna jest
wskazéwka, ale sprébujcie na razie sami (jak kto$ bardzo jej pragnie, to niech
zajrzy do z6ltej ksiazki).

Zadanie 6. Niech I bedzie domknietym idealem w przemiennej, zespolonej
algebrze Banacha A. W ogélnosci, nie ma zadnych relacji pomiedzy 9(A/I) i
O(A) N h(I). Aby sobie to uzmystowié¢ sprébujcie znalezé przyklad przemiennej
zespolonej algebry Banacha A z jedynka oraz domknietego ideatu I takiego, ze
A(A)Nh(I) = 0.

Zadanie 7. Niech A bedzie przemienna, zespolong algebra Banacha i niech
p € 0(A). Zalézmy, ze ¢ jest punktem izolowanym O(A). Wykaz, ze ¢ jest
punktem izolowanym 9t(A) (by¢ moze przyda si¢ zadanie przedpoprzednie).

Zadanie 8. Niech A bedzie przemienna, zespolona algebra Banacha i niech
cor(A) bedzie zbiorem wszystkich funkcjonaléw liniowo - multiplikatywnych na
A, ktoére rozszerzaja sie do dowolnej nadalgebry B zawierajacej A jako domknie-
ta podalgebre. Jak wiemy z wykladu 9(A) C cor(A). Wykazaé, ze cor(A) jest
domknietym podzbiorem 9t(A).

Oméwimy teraz zastosowanie topologicznych dzielnikéw zera do zagadnien
zwiazanych z brzegiem Szylowa (to dopiero poczatek)!
Do pierwszego zadania przyda sie przypomnieé sobie charakteryzacje topolo-
gicznych dzielnikéw zera.



Zadanie 9. Niech A bedzie przemienng algebra Banacha z jedynka i niech
» € 9(A). Wykazad, ze kazde z € kery jest topologicznym dzielnikiem zera.

Pojecie topologicznego dzielnika zera tatwo uogdlni¢ na uklady elementéw.

Definicja 1. Niech A bedzie przemienng algebra Banacha z jedynka. Dla skon-
czonego uktadu elementéw xq,...,z, € A okreslamy funkcje

n

d@y,...,z) =inf § Y gyl - y € Ayl =1

J=1

Powiemy, ze zbior S C A sklada sie z tacznych topologicznych dzielnikéw zera,
gdy d(z1, ..., z,) = 0dla dowolnego skonczonego ukltadu elementéw 1, ..., z, €

S.
W nastepnym zadaniu nalezy nasladowaé¢ dowdd z wyktadu.

Zadanie 10. Niech A bedzie przemienng algebra Banacha z jedynka i niech ¢ €
M(A). Zalézmy, ze kery sklada si¢ z tacznych topologicznych dzielnikéw zera.
Wykazaé, ze jesli B jest dowolna nadalgebra A zawierajaca A jako domkniety
podalegbre, to ¢ rozszerza sie do elementu z 9 (B).

Zadanie 11. Niech X bedzie przestrzenia zwartg i niech A bedzie algebra
jednostajna na A. Wéwcezas ¢ € M(A) nalezy do 9(A) wtedy i tylko wtedy, gdy
kery sklada sie z tacznych topologicznych dzielnikow zera.

Wskazowka: Zauwazyé, ze ¢ = ¢, dla x € X. Biorac fi,..., f, € kerp dla
dowolnego € > 0 dobra¢ otoczenie V' punktu x tak, aby |f;(y)] < e dlay e V,
1 < j < n. Skorzystaé¢ z wlasnosci funkcjonatéw z brzegu Szylowa i znalezé
g € A o wlasnodci 1 = [|gloc > ||g]x\v||oc- Podnies¢ g do odpowiedniej potegi i
zakonczy¢ dowodd tej implikacji.

W drugg strong, rozwazy¢ izometryczny izomorfizm (na obraz) ¢(f) = f|sa) z
A do C(d(A)). Dalej, pokombinowaé ze ztozeniem p o ¢~ € M(¢(A)) i zakon-
czy¢ rozwigzanie w oparciu o zadanie poprzednie.

Zadanie 12. Niech A bedzie przemienng algebra Banacha z jedynka i niech
p € 0(A). Wykazaé, ze kerp sklada sie z tacznych topologicznych dzielnikéw
zera.

Wskazowka: Wystarczy pokazaé, ze dla danych ay, ..., aq € A spelniajacych
d(ai,...,aq) > 1 nie istnieje ideal maksymalny w A zawierajacy te elementy i
odpowiadajacy punktowi z 9(A). Pierwszym zadaniem jest wykazanie nieréw-
nosci

VY r(ay) = r(y). (1)
Rozwazy¢ algebre B szeregéow bezwglednie zmiennych ¢ zmiennych

Z(t1,...,t) = anh,_,nqtm oty gdzie vy, o, € A



z mnozeniem punktowym i normg réwng sumie norm wspétczynnikéw. Dalej,
mamy zanurzenie ¢ : x — Z(t1,...,t;) = = algebry A w algebre B i za jego
pomocy identyfikowaé A z ¢(A). Wziaé element

q
z = Z(thj eB
j=1

i wykazaé¢ indukeyjnie, ze ||z*y| > |ly|| dla y € A, k € N. Wywnioskowaé stad
r(zy) > r(y) dla y € A i kontynuujac uzasadnié¢ nieréwnosé 1. Przeformutowaé
te nieréwnosé, aby otrzymaé d(ai,...,a,) > 1. Niech C bedzie domknigciem
I'(A) w C(9M(A)). Z poprzedniego zadania dostaé, iz funkcje a1, . . ., @y nie moga
jednoczesnie naleze¢ do kery dla dowolnych ¢ € 9(C), co pozwala korzystajac
z odpowiednich kanonicznych utozsamien zakonczy¢é dowdd.

Zadanie 13. Niech A bedzie przemienng algebra unormowana i niech M bedzie
podzbiorem A sktadajacym sie z tacznych topologicznych dzielnikéw zera. Wow-
czas domkniety ideal generowany przez M w A réwniez sklada sie z tacznych
topologicznych dzielnikéw zera.

Zadanie 14. Niech B bedzie przemienng algebra Banacha z jedynka e i niech A
bedzie domknieta podalgebra B z jedynka. Wéwczas kazde ¢ € 9(A) rozszerza
si¢ do elementu ¢ € 9(B).

Wskazowka: Niech Cy, C'p beda domknieciami obrazu transformacji Gelfan-
da alegbr A i B. Dla ¢ € 9(A) okredlmy ¢ : I'(A) — C wzorem $(Z) = p(z)
dla z € A. Z wykladu wiadomo, ze istnieje ¢p € M(B) spelniajace |4 = ¢.
Sprawdzié, ze @ rozszerza si¢ jednoznacznie do pewnego ¢(p) € M(C4). Da-
lej, odwzorowanie ¢ : p — ¢(¢) jest wlozeniem O(A) w M(C4). Sprawdzié, ze
@(0(A)) = 0(Cy). Zakonczy¢ dowdd w oparciu o poprzednie zadania.



