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Rozdzial 1

Ogoélna teoria algebr
Banacha

W czterech podrozdziatach oméwimy kolejno podstawowe dla teorii algebr Ba-
nacha pojecia takie jak spektrum, czy promien spektralny. Badamy réwniez
szczegdlowo strukture grupy elementéw odwracalnych, ktére moga stanowié po-
czatek glebszych rozwazan zwiazanych z kohomologiami algebr Banacha.

1.1 Podstawowe definicje i przyklady

Niniejszy podrozdzial ma charakter wprowadzajacy - podajemy w nim podsta-
wowe definicje i procedury, takie jak dolaczanie jedynki, czy wkladanie dowol-
nej algebry Banacha w algebre operatoréw (Twierdzenie 1.1.7). W szczegdlnosci
uzasadniamy réwnowaznos¢ dwoch podejsé do pojecia algebry Banacha (zobacz
Twierdzenie 1.1.5). Podrozdzial konczy oméwienie podstawowych przykladow
(Przyktad 1.1.8).

Wprowadzimy najpierw podstawowy dla naszych rozwazan obiekt algebraicz-
ny.

Definicja 1.1.1. Algebra A nad cialem K (K - algebra) nazywamy przestrzen
liniowa nad K z mnozeniem lacznym elementéw z A, przemiennym z mnoze-
niem przez skalary z K, spelniajacym dodatkowo dla wszystkich x,y,z € A
nastepujace prawa rozdzielnosci

V (@+yz=2z+yz
z,y,zEA

YV zx+y) =zz+2y.
z,y,z€EA

Ponadto, jesli A zawiera element neutralny dla tego mnozenia, to nazywamy go
jedynka i oznaczamy przez e, a sama algebre A nazywamy algebra z jedynka.



Jezeli mnozenie elementéow z A jest przemienne, to algebre A nazywamy prze-
miennag.

Stosownie do ciala wspotczynnikow algebre nazywamy rzeczywista lub zespolo-
na.

Badaniem struktury z Definicji 1.1.1 zajmuje si¢ algebra, dla nas jednak
potrzebna jest dodatkowa struktura normowa. Bedziemy od tej pory zaktadacé,
ze K € {R,C}.

Definicja 1.1.2. Niech A bedzie algebra. Jesli A ma dodatkowo strukture prze-
strzeni Banacha (A, || - ||) z norma podmultiplikatywna, czyli spelniajaca nie-
rownosé
Vo llzyll <|l=ll - [yl
z,yEA
to A nazywamy algebra Banacha. Ponadto, gdy A ma jedynke o normie 1, to A
nazywamy algebra Banacha z jedynka.

Niektérzy autorzy (na przyklad profesor Wiestaw Zelazko) przyjmuja inng
definicje algebry Banacha.

Definicja 1.1.3. Niech A bedzie algebra i jednoczesnie przestrzenia unormowa-
na (A4, ||-]|). Powiemy, ze mnozenie w A jest ciaglte wzgledem kazdej ze zmiennych
z osobna, gdy dla dowolnego, ustalonego x € A oraz ciagu (y,)>2; zbieznego do
y (w normie || - ||) zachodzi

XYy, — xy oraz ypx — yx ( w normie || - ||).

Mnozenie w A jest ciaglte wzgledem obu zmiennych jednoczes$nie, jesli dla do-
wolnych ciagéw (2,)5 1, (yn)S2, zbieznych do x oraz y (odpowiednio) zachodzi

TnYn — LY.

Tak wiec profesor Zelazko w swojej ksiazce nazywa algebra Banacha algebre
zupelna, w ktérej mnozenie jest ciagle wzgledem kazdej ze zmiennych z osobna.
Taka definicja wydaje sie ogdlniejsza, lecz zobaczymy, ze w istocie (z doktadno-
$cig do réwnowaznos$ci norm) niewiele si¢ ona od uzytej przez nas rézni.
Opiszemy jednak najpierw proces dotlgczania jedynki do algebry Banacha.

Definicja 1.1.4. Niech A bedzie algebra Banacha nad K. Rozwazamy alge-
bre A. = A® K = A x K (suma prosta przestrzeni liniowych) z mnozeniem
zdefiniowanym wzorem (przez e oznaczamy jedynke ciala K)

Y (z+ Ae)(y+ dee) = zy + Aoz + My + A1 hze.
A1, 26K x,yeA

W ten sposéb A, staje sie¢ algebra z jedynka e. Ponadto, gdy zdefiniujemy norme
na A, wzorem

Y VY llz+ Ae|| :=||z]| + |A| (po prawej stronie norma elementu z w A),
rEANEK

to otrzymamy na A, strukture algebry Banacha z jedynka.



Istnieje kanoniczne zanurzenie (homomorfizm) ¢ : A — A, zadany wzorem
p(x) = 2+ 0, przy ktérym algebra A przechodzi w sposéb ciagly na domknieta
podalgebre A, (a nawet dwustronny ideal kowymiaru 1). W ten sposéb nasze
rozszerzenie jest "minimalne” i w zwiazku z tym wiele wlasnosci algebr bez je-
dynki mozna wnioskowaé¢ z badania ich wersji z dotaczona jedynka.

Teraz, gdy umiemy dotaczaé¢ jedynke do algebry Banacha czas na dowdd réw-
nowaznosci "naszej” definicji algebry Banacha z definicja "wedlug” profesora
Zelazki.

Twierdzenie 1.1.5. Niech A bedzie algebrg zupelng z normg || - ||, w ktérej
mmnozenie jest ciggle wzgledem kazdej ze zmiennych z osobna. Wowczas na A
istnieje norma || - ||o réwnowazna z normag wyjsciowq, w ktérej A jest algebrg
Banacha (to znaczy, Ze norma || - ||o jest podmulitplikatywna).

Dowdd. Jesli algebra A nie ma jedynki, to nalezy ja dotaczyé tak, jak zostalo
to opisane w Definicji 1.1.4, a nastepnie pracowaé dalej z algebra A, (wystarczy
zauwazy¢, ze cigglo$é mnozenia jest zachowana). Aby uniknaé¢ niepotrzebnych
komplikacji gtéwna czes¢ dowodu przeprowadzimy przy zalozeniu, iz A ma je-
dynke. Wezmy x € A i oznaczmy przez L, : A — A operator lewostronnego
mnozenia przez x, czyli L,(y) = zy dla y € A. Ciaglo$¢ mnozenia po drugiej
zmiennej implikuje, ze kazdy operator L, jest ciagly. Automatyczne sprawdze-
nie uzasadnia, iz przeksztalcenie F : A — B(A) zadane wzorem F(z) = L, jest
homomorfizmem algebr. Ponadto, L, jest operatorem zerowym wtedy i tylko
wtedy, gdy « = 0, co sprawdzamy dzigki istnieniu jedynki L, (e) = z, a wigc F'
jest izomorfizmem (na obraz). Przyjmijmy dla z € A

lzllo = [|La||B(ay = sup [|zyl]. (L.1)
llyll<1

Ta norma jest podmultiplikatywna, gdyz
llzyllo = [[LayllB(a) = | Lz © Lyl|Bay < [|LallBeay | LyllBay = ll]lollyllo-

Udowodnimy, ze norma ||x||p jest zupelna. Niech wiec (z,,)22; bedzie ciagiem

Cauchy’ego w normie || - ||o. Z definicji 1.1 mamy

llzllo > llz(llell = e)ll = llel| = l|lI- (1.2)
Stad ciag x, jest takze ciagiem Cauchy’ego w normie || - ||, a wiec z,, — z w
normie || - || dla pewnego = € A. Z drugiej strony, (L, )52, jest ciagiem Cau-
chy’ego w B(A), czyli jest zbiezny do pewnego T € B(A). Ciaglo$é mnozenia
po pierwszej wspoélrzednej implikuje jednak L, y — L,y w normie || - || dla
kazdego y € A, a wigc T = L,, co dowodzi zupelnosci normy || - |[o. W ten
spos6b okresliliémy na A dwie zupelne normy: || - || oraz || - ||o. Nieréwnosé 1.2
moze by¢ przepisana w formie || - || < |le|| - || - ||o, z kt6rej wynika poréwnywal-

no$¢ obu norm. Dowdd konczy zastosowanie typowego wniosku z twierdzenia o
odwzorowaniu otwartym (dwie zupelne i poréwnywalne normy na przestrzeni
Banacha sa réwnowazne). O



W algebrach Banacha mnozenie jest oczywiscie ciagle wzgledem kazdej ze
zmiennych z osobna, a takze wzgledem obu zmiennych jednoczesnie, co uzasad-
nia nastepujacy wniosek.

Whniosek 1.1.6. Niech A bedzie algebrg zupeing, w kidrej mnozenie jest ciggle
wzgledem kazdej ze zmiennych z osobna. Wowczas jest ono ciggle wzgledem obu
zmiennych jednoczesnie.

W dowodzie Twierdzenia 1.1.5 wykazaliémy réwniez domknietosé zbioru
F(A). W ten sposéb mozemy kazda algebre Banacha utozsamié¢ z domknieta
podalgebra pewnej algebry operatorow na przestrzeni Banacha. Podsumujemy
to w nastepnym twierdzeniu.

Twierdzenie 1.1.7. Niech A bedzie algebrg Banacha. Istnieje wowczas prze-
strzen Banacha X (jest nig A, gdy ma ona jedynke, zas A. w przeciwnym wypad-
ku) taka, ze A jest algebrg izomorficzng z pewng domknietq podalgebrg algebry
B(X).

Czas omo6wic kilka podstawowych przyktadéw.
Przyktad 1.1.8. Nieprzemienne algebry Banacha:

e M, (K) - algebra macierzy n X n z norma operatorowa i sktadaniem ope-
rator6w (mnozeniem macierzy) w charakterze mnozenia

e B(X), gdzie X jest przestrzenia Banacha z norma operatorowa i sklada-
niem w charakterze mnozenia.

Przemienne algebry Banacha:

e C(X), gdzie X jest przestrzenia zwarta - algebra funkcji ciaglych z mno-
zeniem punktowym i norma supremum.

e Cp(X), gdzie X jest przestrzenia lokalnie zwartg - algebra tych funkcji
f € C(X) z norma supremum, ktére spelniaja dodatkowy warunek

Y 3 |f(z)| <edlax ¢ K, gdzie K jest zwarty.
e KCX

e Cp(X), gdzie X jest przestrzenia topologiczna - algebra funkcji ciaglych
ograniczonych na X z mnozeniem punktowym i norma supremum.

e A(K), gdzie K C C" jest zwarty - algebra funkcji holomorficznych we
wnetrzu K i ciagltych na jego brzegu z mnozeniem punktowym i norma
supremum.

e P(K), R(K), gdzie K C C" jest zwarty - domknigcia w normie supremum
wielomianéw (P(K)) i funkcji wymiernych (R(K)) kanonicznego uktadu
wspélrzednych w C”.

o [>®°(X), gdzie X C R™ jest mierzalny - algebra funkcji istotnie ograniczo-
nych na X z norma supremum istotnego.



LY(T), L*(R) - algebra funkcji mierzalnych i catkowalnych odpowiednio
na T i R z normami

Al = 5= [ 170Nt il = [ 1)

i splotem w charakterze mnozenia

(f*g)e /fx—t<>ﬁdMﬁgeL<>

(f % g)(x /fx—¢ Jo(H)dt dla f.g € L} (R).

LP(T), 1 < p < oo - algebra funkcji mierzalnych na T i calkowalnych z
p-ta potega unormowanych poprzez

e = (5 [ 1r0r)"

ze splotem w charakterze mnozenia.
1*(Z) - algebra dwustronnych ciggéw sumowalnych z norma
lanllnz) = Y lan| dla a, € 1'(2)

i splotem w charakterze mnozenia (tutaj ¢, jest ciagiem bedacym wyni-
kiem splotu ciagéw a, i by,).

Z an_kbk.

k=—o00

I(@), gdzie G jest dowolng grupa abelowa - algebra funkcji f : G+ C
sumowalnych wzgledem miary liczacej na G z norma

1fllngey = Y If(9)] dla f € 11(@)

zeG

i splotem w charakterze mnozenia

(fxg)(@) =D fl@—y)gly) dla f.g € 1'(G)

yelG

A(T), A(Z), A(R) - algebry transformat Fouriera funkcji lub ciagéw (od-
powiednio) na Z, T i R z mnozeniem punktowym oraz norma przeniesiong



z algebry bazowej. Dokladniej,

FEAM) & f(t)= ) ane™, gdie ay € 1M(Z), ||fllacr) = llan/li)-

n=—oo

A(Z) = {an : an = f(n) dla pewnego f € L*(T) oraz n € Z},
llanllazy = [Ifllz1(m), gdzie f jest funkcja spetniajaca a, = f(n) dla n € Z.
A(R) = {f : f = g dla pewnego g € L'(R)},
1l a®) = llgllzrr), gdzie g jest funkcja taka, ze f = g.

Przypominamy, ze wspélczynniki Fouriera oraz transformata Fouriera okre-
$lone sa wzorami

N 1 .
f(n) = o / f(t)e~™dt dla f € L*(T) oraz n € Z.
T JT
g(x) = / g(x)e”™dy dla g € L*(R) oraz = € R.
R

e [?(N), 1 < p < oo - algebra ciagéw sumowalnych z p-ta potega i mnozeniem
punktowym.

e [>°(Z) - algebra ciagdéw ograniczonych z mnozeniem punktowym i norma
supremum.

Na zakonczenie tego podrozdzialu odnotujmy fakt, ktéry przyda nam sie
przy dowodzie twierdzenia Wienera.

Fakt 1.1.9. Nastepujgce algebry Banacha sq izometrycznie izomorficzne
A(Z) ~ L}(T), A(T) ~1(Z), A(R) ~ L*(R).

Dowéd. W kazdym przypadku dowdd jest bardzo podobny, wiec ograniczymy
sie do drugiego przypadku. Okreslmy przeksztatcenie F : A(T) + ['(Z) wzorem

F(f) = Qp, gdzie f(t) = Z aneint'

n=—oo

Woéwezas, z definicji normy w A(T) przeksztalcenie F jest liniowa izometria.
Jest to rowniez oczywidcie bijekcja, wiec pozostaje sprawdzi¢ multiplikatywno$c.
Niech zatem f,g € A(T). Wtedy

fg@) = < Z aneint> ( Z bkeikt> _
n=-—0o0 k=—o00

o0 o0

Z Z anbpe! TRt =

k=—ocon=—o0

f: ( f: ankbk> et

n=—o00 \k=—o0



(w przejsciu od drugiej do trzeciej linijki przesuneliémy indeks sumowania z n na
n — k, a potem zmieniliémy kolejno$é sum). To konczy dowod, gdyz w nawiasie
rozpoznajemy n - ta wspolrzedna splotu ciagéw a, i by,. O

1.2 Grupa elementéw odwracalnych

Definicja 1.2.1. Niech A bedzie algebra Banacha z jedynka. Powiemy, ze ele-
ment x € A jest odwracalny, gdy istnieje element y € A spelniajacy

TY = Yyr = €.

Niech G(A) bedzie zbiorem elementéw odwracalnych algebry A. Z relacji
(z71) 7! =z oraz (xy)~! = y~lz~! dla 2,y € G(A) wynika, ze zbiér G(A) jest
grupa. Te grupe bedziemy nazywac¢ grupg elementéw odwracalnych. Podstawowe
jej wlasnoéci zebrane sa w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 1.2.2. Niech A bedzie algebrq Banacha z jedynkq. Wowczas
1. Jesli x,y € G(A) spelniajq |ly — || < ]|z~ to
™" =2 < 2|27 P[ly — 2.

W szczegdlnosci, odwzorowanie x v+ x~1 jest homeomorfizmem G(A).

2. G(A) jest otwartym podzbiorem A i jedli x € A jest taki, ze ||x —el|| < 1,
tox € G(A).

Dowdd. Niech x i y beda takie jak w punkcie 1. Mamy

_ _ _ _ _ _ 1, -
[y =l < My~ =2l = [y @ =y < Sl

Stad ||y =] < 2[|z7 ], a wiec

ly™" =27 < My e =yl - [l < 207 Ply = 2l

Zatem bijekcja x — 27! jest ciagla na G(A), a skoro jest swoja whasna odwrot-
noécia, to jest homeomorfizmem.

Niech z € A bedzie takie, ze ||le — z|| < 1. Przyjmijmy u = e — x. Wowczas
[lul| < @ < 1 dla pewnego a € R, co w polaczeniu z podmultiplikatywnoscia
normy prowadzi do nieréwnosci ||u"|| < o™ dla kazdego n € N. Zatem szereg

jest zbiezny bezwzglednie w A, a wiec w szczegdlnoéci jest zbiezny do pewnego
z € A. Teraz

o0 (o)
ze=z(e—(e—x)) = Zu"— Zu"“ =e.
n=0 n=0



Analogicznie sprawdzamy, iz xz = e, co dowodzi odwracalnosci elementu x. Aby
uzasadnié¢ otwartosé zbioru G(A) wezmy dowolny element © € G(A) oraz y € A
speliajacy ||y — z|| < ||z7!|| 7. Wéwczas

lle =gl < fla™ |- la — ol] < 1,

co dzigki poprzedniej czeéci rozumowania prowadzi do 27ty € G(A) i dalej y €
G(A). To koniczy dowdd otwartosci grupy elementéw odwracalnych (dla kazdego
elementu odwracalnego wskazaliSmy jego otoczenie sktadajace sie wylacznie z
elementéw odwracalnych). O

W oparciu o punkt 2. Twierdzenia 1.2.2 otrzymamy teraz uzyteczny wniosek.

Whniosek 1.2.3. Niech A bedzie algebrg Banacha z jedynkq oraz x € A spelnia
[|z|| < 1. Wéwczas element e — x jest odwracalny oraz zachodzi oszacowanie
Il

lle—2)™ —e—af| < 71—
1 — ||

Dowdd. Pierwsza czes¢ tezy wynika wprost z punktu 2. Twierdzenia 1.2.2 i rela-
cji x = e—(e—x). Z dowodu twierdzenia wymienionego przed chwila uzyskujemy

a wiec

—1 — n — n ||J)H2
le—a)™ —e—al|=|ID_ 2"l <) Il S
n=2 n=2
O

Zauwazmy, ze z pierwszej czesci Twierdzenia 1.2.2 wynika ciaglo$é operacji
grupowych w G(A) (ciaglo$é mnozenia wynika z podmultiliplikatywnosci nor-
my), co wyrazimy krétko w nastepujacym wniosku.

Whniosek 1.2.4. Niech A bedzie algebrg Banacha z jedynkq. Wdéwczas G(A)
jest grupg topologiczng.

Zajmiemy sie teraz nieco dokladniej struktura grupy elementéw odwracal-
nych algebry Banacha. Pomocna okaze sie w tym celu funkcja wyktadnicza.

Definicja 1.2.5. Niech A bedzie algebra Banacha z jedynka. Dla x € A okre-
slamy funkcje wyktadnicza wzorem

o0 wn
exp(x) = Z g
n=0



Szereg wystepujacy w Definicji 1.2.5 jest zbiezny bezwzglednie dla dowolnego
x € A, a ponadto zachodzi nieréwnosé || exp(z)|| < exp||z||. Co wiecej, jesli dwa
elementy z,y € A komutujg (to znaczy spelniaja réwnanie xy = yzx), to

exp(z +y) = exp(z) exp(y), (1.3)

co sprawdzamy tak jak dla liczb zespolonych. To, ze komutowanie elementéw
jest istotne mozna bez trudu sprawdzi¢ na wielu przyktadach, wiec nie nalezy sie
spodziewaéd, aby w ogélnosci zbiér Exp(A) = {exp(z) : ¢ € A} byl grupa. Tym
nie mniej ma on silne zwiazki ze struktura grupy G(A), co zobaczymy péiniej.
Na razie odnotujmy, iz z rownania 1.3 wynika

exp(—z) exp(z) = e dla dowolnego = € A,

wiec Exp(A4) C G(A). Wspdlnie z funkcja wykladnicza wystepuje bardzo czesto
funkcja logarytmiczna, wiec przyjmiemy stosowna definicje.

Definicja 1.2.6. Logarytmem elementu z € A bedziemy nazywaé kazde roz-
wiazanie y € A réwnania exp(y) = x.

Wiynika stad, iz zbiér Exp(A) zbiorowi elementéw majacych logarytmy. Ko-
rzystajac z podstawowych rozwinie¢ w szeregi Taylora uzasadnimy teraz istotne
dla dalszych badan stwierdzenie.

Stwierdzenie 1.2.7. Niech A bedzie algebrg Banacha z jedynkg. Wowczas zbior
Exp(A) zawiera otwartg kule jednostkowq o Srodku w e.

Dowdd. Jesli x € A spelnia ||z — e]| < 1, to szereg
o0
B (6 _ x)m
y=2
m=1

jest zbiezny bezwzglednie. Zatem szereg podwdjny

=3 (35"
n=0 " m=1

mozna sumowaé¢ w dowolnej kolejnosci. Rozpoznajemy bez trudu w definicji
elementu y szereg Taylora funkcji logarytmicznej, wiec standardowe manipulacje
na szeregach muszg doprowadzié¢ do réwnania exp(y) = x, co konczy dowéd. O

Odnotujmy jeszcze jeden lemat techniczny.

Lemat 1.2.8. Niech A bedzie algebrq Banacha z jedynkq oraz x € A. Wowczas
odwzorowanie t — exp(tx) jest cigglym homomorfizmem grupy addytywnej liczb
rzeczywistych w G(A).

10



Dowdd. 7 réwnania funkcyjnego dla funkcji wyktadniczej wynika, ze odwzoro-
wanie t — exp(tx) jest homomorfizmem. Sprawdzimy teraz ciaglo$é

|lexp(sz) — exp(tz)|| < ||exp(sz)]| - [|e — exp(t — s)x[| <

It — s)z ||
explfsal| - > T < explfsal - |1 — exp(|t — s 2]
n=1 ’

dla dowolnych s,t € R, co dowodzi ciagtosci. O
Whprowadzimy teraz znana z teorii grup topologicznych definicje.

Definicja 1.2.9. Niech A bedzie algebra Banacha z jedynka oraz G(A) jej
grupa elementéow odwracalnych. Przez (G; bedziemy oznaczaé¢ sktadowa spéjna
zawierajaca jedynke algebry A i nazywaé ja bedziemy skladowa gléwna.

Mozemy juz udowodnié pierwsze twierdzenie o strukturze grupy elementow
odwracalnych algebry Banacha.

Twierdzenie 1.2.10. Niech A bedzie algebrg Banacha z jedynkq.

1. Skltadowa gléowna Gy jest otwartq w A podgrupg generowang przez zbior
Exp(A). Co wiecej, Gy jest otwarto - domknietq podgrupg normalng w
G(A).

2. Jedli A jest przemienna, to Exp(A4) = G;.

3. Element x € G(A) nalezy do Exp(A) wtedy i tylko witedy, gdy nalezy do
pewnej spéjnej abelowej podgrupy G(A).

Dowdéd. Zacznijmy od punktu 1. Niech &£ bedzie podgrupa generowana przez
Exp(A). Wowczas € jest spdjna, bo odwzorowanie

ts el®elo2 el dlat € [0,1]

zadaje tuk taczacy dowolny element e®1e® ...e% z jedynka algebry A. Stad &
jest podzbiorem G;. Pokazemy teraz, ze £ jest otwarte w A. W tym celu wezmy
z € € oraz y € A spelniajace ||z — y|| < ||z 7!, Wéwcezas

lle— a7 yll < fla ™| - fle —yll < 1,

a wigc ze Stwierdzenia 1.2.7 istnieje z € A takie, ze 27 'y = exp(z). Zatem
y = x exp(z) nalezy do &, czyli £ jest otwarta w A. Wynika stad takze, Ze jest ona
otwarta w G(A), a wiec takze jest w G(A) domknieta (to ogélny fakt z teorii grup
topologicznych - otwarta podgrupa jest rowniez domknieta, bo jej dopelnienie
jest suma otwartych warstw). Korzystajac ze spéjnosci G1 otrzymujemy G; =
£. Pozostaje jeszcze wykazaé normalnos$é. Niech wiec z € G(A) oraz y € A.
Wykonamy prosty rachunek

L oyt — (zyz~ )" 1
zexp(y)r =) = > — o = exp(zyzT),
n=0 : n=0 !
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z ktérego wynika, ze zbiér Exp(A) jest zamknigty na dziatanie automorfizmami
wewnetrznymi, czyli te wlasnos¢ ma takze G;. Punkt 2. wynika teraz od razu
z punktu 1. Dla dowodu ostatniej czesci twierdzenia zauwazmy, iz wykazaliSmy
w Lemacie 1.2.8 polowe tego punktu, a mianowicie kazdy eksponent nalezy do
pewnej spdjnej abelowej podgrupy G(A). Zalézmy teraz, ze x € A nalezy do
pewnej spéjnej abelowej podgrupy H grupy G(A). Niech B bedzie domknieta
podalgebra A generowang przez H. Wéwczas x nalezy do skladowej gtéwnej w
podalgebrze B i z przemiennosci w oparciu o punkt 2. otrzymujemy teze. O

Czas na ostatnie twierdzenie tego podrozdziatu.

Twierdzenie 1.2.11 (Lorch). Niech A bedzie przemienng, zespolong algebrg
Banacha z jedynkq. Wéwczas grupa ilorazowa G(A)/Exp(A) jest beztorsyjna.
Zachodzi réwniez dychotomia: albo G(A) jest spdjna, albo ma nieskoriczenie wie-
le sktadowych spdjnosci.

Dowdd. Zal6ézmy, ze x € A spelnia 2™ € Exp(A) dla pewnegon € N. Jedliy € A
jest elementem spetiajacym ™ = exp(y), to element z = zexp(—n~'y) czyni
zado$¢ tozsamosci 2™ = e. Niech A € C bedzie taki, ze element Ae — z nie jest
odwracalny. Wéwczas réwnanie

A" —1De=A"e—2"=Ne—2)A\"te—...— 2"

zapewnia, ze element (A" — 1)e takze nie jest odwracalny, czyli A musi byé n -
tym pierwiastkiem z jedynki. Rozwazmy zbior U = {A € C:e(1 — A) + Az €
G(A)}. Zauwazmy, ze A ¢ U wtedy i tylko wtedy, gdy element (A — 1)e — Az nie
jest odwracalny, co dowodzi, iz dopelnienie U jest skonczone (latwo widaé, ze
0 € U, a dla pozostalych mozemy podzieli¢ przez A, by doprowadzi¢ do sytuacji
poprzedniej). Skoro dopelnienie U jest skonczone, to sam zbioér U jest spdjny.
Zdefiniujmy teraz funkcje f : U — G(A) za pomocg wzoru f(A) = e(1—X)+ Az.
Jest to funkcja ciagta o wlasnosci f(0) = e oraz f(1) = z. Obraz zbioru spéjnego
przy przeksztalceniu ciaglym jest spdjny, wiec z nalezy do gtéwnej sktadowej,
czyli z € Exp(A). Ostatecznie z = exp(n~'y)z nalezy réwniez do Exp(A), do
dowodzi beztorsyjnosci grupy ilorazowej G(A)/Exp(A). Druga czesé¢ twierdzenia
wynika latwo z pierwszej, ale dla kompletno$ci wywodu podamy rozumowanie.
Zalézmy, ze G(A) nie jest spdjna. Istnieje wiec x € G(A), ktéry nie nalezy do
Exp(A). Pokazemy, iz kazda potega x nalezy do innej skltadowej spéjnosci G(A).
Istotnie, zal6zmy przeciwnie, tzn. niech xF oraz x!, gdzie k > I naleza do tej
samej skladowej spojnosci G. Wowczas

.’Ek_l € é:v—l = Gl,

czyli element 2%~! jest skoficzonego rzedu w grupie G(A)/Exp(A), co przeczy
pierwszej czedci twierdzenia. O

1.3 Spektrum i Promien Spektralny

W tym podrozdziale zajmiemy sie kluczowymi dla teorii algebr Banacha pojecia-
mi - spektrum i promieniem spektralnym. Podstawowe ich wlasnosci przedstawia
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Twierdzenie 1.3.5, z ktorego bez trudu wnioskujemy fundamentalne dla teorii
przemiennej Twierdzenie Gelfanda - Mazura 1.3.8. Dalej badamy szczegdlowo,
jak zmienia si¢ spektrum przy przechodzeniu do podalgebr (Twierdzenie 1.3.11).
Zacznijmy od definicji.

Definicja 1.3.1. Niech A bedzie zespolona algebra Banacha z jedynka oraz
x € A. Okreslamy spektrum elementu z jako

olx)={AeC:le—x¢ G(A)} CcC.

W przypadku, gdy A jest zespolona algebra Banacha bez jedynki to okresla-
my spektrum elementu z € A jako spektrum tego elementu w algebrze A. (z
dolaczona jedynka), czyli
oa(x) =04, (z).

Dopelnienie spektrum elementu nazywamy zbiorem rezolwenty x i oznaczamy
przez p(x).

Odnotujmy jeszcze prosty fakt majacy zastosowanie w przypadku algebr bez
jedynki.
Fakt 1.3.2. Niech A bedzie zespolong algebrq Banacha bez jedynki oraz x € A.
Woéwezas 0 € o(x).

Dowdd. Rzeczywidcie, jedli element  bylby odwracalny w A, to zz~! =e € A,
co przeczy zalozeniu. O

Czas na definicje promienia spektralnego.

Definicja 1.3.3. Niech A bedzie zespolona algebra Banacha oraz x € A. Okre-
slamy promien spektralny elementu = € A jako

r(z) =sup{|\|: A € o(x)}.

W tej chwili nie wiemy, czy ta definicja jest poprawna, gdyz nie ma zadnej
gwarancji, iz spektrum elementu jest niepuste. Wykazanie tego fundamentalnego
faktu stanowi nasz najblizszy cel. Udowodnijmy w tym celu lemat pomocniczy.

Lemat 1.3.4 (Réwnanie rezolwenty). Niech A bedzie algebrg Banacha z jedynkg
oraz niech x € A i A\, u € C bedg takie, ze (Ae — ), (ue — z) € G(A). Wéwczas
prawdziwe jest rownanie rezolwenty
(e — )1 = (e — )~ = (1 — N e —2) (e — 2)~".

Dowdéd. Jest to formalny rachunek.

(e —2)7" = (he —2) " (ue — z)(pe —a) ™' =

— (e —2)7 (11— Ne + (he — 2)) (e —2)™1 =
— (1= Ne—2) " + ) (ue—2)"! =
= (p—=NAe—2)" (pe—z)"" + (ne —2)".
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Mozemy juz przejsé do najwazniejszego twierdzenia tego podrozdziatu.

Twierdzenie 1.3.5. Niech A bedzie zespolong algebrq Banacha z jedynkq oraz
x € A. Wowczas

1. o(x) jest niepustym i zwartym podzbiorem plaszczyzny zespolonej.

2. Promieri spektralny r(x) spelnia

— inf lz™]% = 1i | 1.4
r(z) ;LrelNlll‘ [ = lim{[z"| (1.4)

Zauwazimy, Ze istnienie granicy z punktu 2. jest cze$cig tezy oraz nieréwnosé
r(z) < ||zl (1.5)
jest zawarta we wzorze na promien spektralny.

Dowdd. Jedli X > ||z||, to element e — A"tz € G(A) na mocy Wniosku 1.2.3,
a wigc réwniez de — xz € G(A), co dowodzi (1.5) i uzasadnia ograniczono$é
spektrum. Aby wykazaé zwarto$é¢ wystarczy uzasadni¢ domknietosé. Okreslmy
w tym celu funkcje g : C — A wzorem g(\) = Ae — z. Jest to oczywiscie funkcja
ciagta, a ponadto

p(z) =C\o(z) = g~ (G(A)).
Stad zbior rezolwenty x jest otwarty, czyli spektrum jako jego dopelnienie jest
domknigte. Zdefiniujmy funkcje f : p(z) — A wzorem f(\) = (Ne —z)7 L. Z
Lematu 1.3.4 dostajemy

) = ()

= )

a wiec funkcja f jest stabo holomorficzna na p(x) (korzystamy z ciaglodci ope-
racji odwrotnosci). Jesli A > ||z||, to analogicznie jak w Twierdzeniu 1.2.2 i
Whiosku 1.2.3 otrzymujemy

F =0Ge—a) T =ATe=ATTa) T = AT (1.6)
n=0

Szereg ten jest zbiezny jednostajnie na kazdym okregu I',. o Srodku w zerze
i promieniu r > ||z||. Calkowanie wyraz po wyrazie szeregu (1.6) jest zatem
dozwolone, co prowadzi do

oo

1
211

/ AT F(N)dA = / AN dla m € N oraz > |||
'y T,

™
n=0

Jak pamigtamy z kursu funkcji analitycznych ostatnia catka jest réwna 1, gdy
m = n, za$ réwna 0 w pozostalych przypadkach. Stad
1
™= — AT f(N)dX dlar > ||x|| i m € N. (1.7)
2me Jr

r
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Gdyby o(z) bylo zbiorem pustym, to p(z) = C\ o(z) = C, a wiec wszystkie
catki w (1.7) bylyby réwne 0. Przyjmujac jednak m = 0 widzimy, ze lewa strona
jest réwna e # 0, co jest sprzecznoécig dowodzaca niepustosci spektrum. Ponie-
waz p(z) zawiera wszystkie A € C spelniajace |[A| > r(x), zastosowanie wzoru
Cauchy’ego dowodzi, ze warunek r > ||z|| mozna we wzorze (1.7) zastapi¢ przez
r > r(z). Oznaczmy

M(r) = méxx||f(rei0)|\ dla r > r(x).
Ciaglosé f implikuje, ze M (r) < co. Przyjrzenie si¢ tozsamosci (1.7) daje teraz
(|2 [] < "M ().

Stad otrzymujemy
<rdlar>r(z),

czyli )
limsup ||z"]|™ < r(z). (1.8)

n—oo

Z drugiej strony, jesli A € o(x), to rozklad
Ne—z"=Ne—z) N1z 4. 2"

pokazuje, ze A"e — z™ nie jest odwracalny. Zatem A" € o(a™) i z oszacowania
(1.5) otrzymujemy |A"| < ||z"|| dla n € N, a stad ostatecznie

f n py
r(w) < inf [|o"]|%,

co w polaczeniu z nieréwnoscia (1.8) dowodzi (1.4). O

Uwaga 1.3.6. Niepustosé¢ spektrum mogliby$my réwniez udowodni¢ tatwo ko-
rzystajac z twierdzenia Liouville’a. Rzeczywiscie, z réwnania (1.6) otrzymujemy

dla [A] > {jz]]

) fl=f\" 1 1 1
[re x”\WZ<M>_W1—M_W—MV

[Al

czyli (Ae — )71 dazy do 0 przy |A\| — oo, a wiec f jest ograniczona i mozemy
zastosowac twierdzenie Liouville’a, aby zalozenie o pustosci spektrum doprowa-
dzito nas do sprzecznosci.

Niepustos¢ spektrum jest kluczowa do opisu algebr z dzieleniem nad C. Przy-
pomnijmy krétko definicje.

Definicja 1.3.7. Algebre z jedynka nazywamy algebra z dzieleniem, gdy kazdy
jej niezerowy element jest odwracalny.

Pora na stynne twierdzenie Mazura - Gelfanda.
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Twierdzenie 1.3.8 (Gelfand, Mazur). Niech A bedzie zespolong algebrg Ba-
nacha z dzieleniem. Wowczas A jest izometrycznie izomorficzna z ciatem liczb
zespolonych.

Dowéd. Wezmy = € A i dwie liczby zespolone A\ # Ao. Tylko jeden z elementéw
A1e — x oraz Aqe — x moze by¢ rowny zero, wiec drugi jest odwracalny. Skoro
o(x) jest niepuste, to z ostatniego zdania wynika, iz sklada sie ono z jednego
punktu, ktéry nazwiemy A(z). Z definicji, A(x)e — = nie jest odwracalny, czyli
jest réwny 0, a stad x = A(z)e. Widzimy bez trudu, ze odwzorowanie x — A(x)
jest izomorfizmem A na C. Ponadto, jest to izometria, gdyz

[lz]] = [[A(z)el| = |A()]
O

Czesto zdarza sie, iz nasza algebra Banacha A jest podalgebra pewnej algebry
Banacha B. Warto w takiej sytuacji zastanowié sie, jaka jest relacja pomiedzy
oa(x) oraz op(z). Bez trudu widzimy, ze op(z) C oa(x) ("latwiej jest byé
odwracalnym w wiekszej algebrze”). Aby dokladniej zbadaé tego typu zjawiska
uzasadnimy najpierw dwa lematy.

Lemat 1.3.9. Niech V i W bedg zbiorami otwartymi w pewnej przestrzeni to-
pologicznej X i niech V.C W. Zalozmy, ze W nie zawiera punktow z brzegu V.
Wowczas V' jest sumg sktadowych W.

Dowéd. Niech € bedzie sktadowa W przecinajaca V. Oznaczmy U = X \ V. Z
zalozenia W nie zawiera punktéw brzegowych V| wiec

Q=(QNV)UQnU)oraz (QNV)N(QNT) = 0.
Zbiér Q jest spdjny, wiec QNU =0, a wiecc Q C V. O

Lemat 1.3.10. Niech A bedzie algebrg Banacha z jedynkq oraz x, € G(A) dla
n € N. Jezeli x,, — x przy n — oo oraz x jest punktem brzegowym G(A), to

lim ||z, = oo.
n—oo
Dowdd. Gdyby teza byla falszywa, to istnialoby M < oo takie, ze
||z, || < M dla nieskoficzenie wielu n.
Dla pewnego z nich zachodzi ||z, — z|| < 4;. Wowczas
lle — a7 tall = ||z (20 — 2| < 1,

a wiec z Twierdzenia 1.2.2 z;;'z € G(A). Jednak z = x,(z,,'z), a G(A) jest
grupa, co prowadzi do x € G(A). Jest to sprzecznosé z otwartoscia G(A) (zbidr
otwarty nie zawiera swoich punktéw brzegowych). O
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Mozemy juz przejsé do twierdzenia, ktore opisuje szczegdtowo relacje pomie-
dzy spektrami elementu wzgledem réznych algebr. Trzeci podpunkt ponizszego
twierdzenia jest nazywany abstrakcyjnym twierdzeniem Rungego i rzeczywiscie,
jak zobaczymy po6zniej wynika z niego klasyczne twierdzenie Rungego.

Twierdzenie 1.3.11. Niech B bedzie algebrg Banacha z jedynkg oraz A jej
domknietq podalgebrq z jedynkq. Wowczas

o G(A) jest sumg skladowych ANG(B).

o Jeslix € A, to oa(x) jest sumg op(x) i (byé moze pustej) rodziny ograni-
czonych skladowych dopetnienia op(x). W szczegdlnosci 0o a(x) C op(x).

o Jesli x € A jest takie, Ze dla kazdej ograniczonej sktadowej S dopelnienia
op(x) istnieje A € S o wlasnosci (e —x)~! € A, to oa(x) = op(x).

Dowdd. Zachodzi oczywista inkluzja G(A) C G(B). Ponadto, obydwa zbiory
G(A) oraz AN G(B) sa otwarte w A (druga czes¢ wynika stad, iz elementy z
A nieodwracalne w B stanowia zbiér domknigty w B, a wiec takze i w A). Z
Lematu 1.3.9 wystarczy uzasadnié, ze G(B) nie zawiera zadnego punktu brze-
gowego y zbioru G(A). Taki punkt y jest granica ciagu (x,)nen elementéw z
G(A). Gdyby y € G(B), to z cigglosci operacji odwrotnosci ciag (z;,*),en bytby
zbiezny do y~ 1, a wiec {||z;,}||} bylby ograniczony, co przeczy Lematowi 1.3.10
i konczy dowdd pierwszej czesci.

Zachodzi inkluzja pa(xz) C pp(zx). Niech teraz Ao bedzie punktem brzegowym
pa(x). Wowezas Aoe — x jest punktem brzegowym G(A), wiec na mocy po-
przedniej czesci rozumowania Aoe — x ¢ G(B). W zwiazku z tym Ao ¢ pp(z).
Korzystajac znéw z Lematu 1.3.9 otrzymujemy, iz pa(x) jest suma pewnych
sktadowych pp(x). Pozostale skladowe sa zatem podzbiorami o4(z). Ostatni
punkt wynika tatwo z poprzedniego. O

Odnotujmy teraz uzyteczne wnioski.
Whniosek 1.3.12. Niech x € A C B (notacja taka jok w ostatnim twierdzeniu,).
1. Jesli op(x) nie rozdziela C, czyli pg(x) jest spdjne, to oa(x) = op(x).

2. Jedli o a(x) jest wicksze niz op(x), to oa(x) powstaje z op(x) przez "wy-
pelnienie pewnych dziur” w op(x).

3. Jesli o 4(x) ma puste wnetrze, to oa(x) = op(x).

Whiosek 1.3.13 (Szylow). Niech x € A C B (notacja taka jak w ostatnim
twierdzeniu). Wowczas

1. opg(z) Coa(x)

2. doa(z) C Oop(x)
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Dowdd. Pierwsza cze$¢ juz wielokrotnie omawialiSmy, wiec zajmiemy sie czescia
druga. Z Twierdzenia 1.3.11 wiemy, ze do4(x) C op(x). Zatem

Ooa(z) Cop(x)Npalx) Cop(r)Npp(x) = dop(x).
O

Uwaga 1.3.14. Kluczowe dla dowodu inkluzji do4(x) C dop(x) zawieranie
Ooa(x) C op(x) mozna wykazaé bardziej bezposrednio. Istotnie, jesli A €
0o a(x), to istnieje ciag A\, ¢ oa(x) taki, ze A\, — A przy n — oo. Wobec
tego G(B) D G(A) 3 Ae —ax —— de — 2. Gdyby wiec A ¢ op(z), to

n—oo
1

Xe —z € G(B) i z ciaglodci operacji odwrotnosci (e —x) ™t —— (Ae —z)7L.
n—oo

Jednak (\,e—z)71 € G(A), a wigc réwniez (A\e—2z) "1 € A, co przeczy zalozeniu
ANE oy (CL’)

Na koniec tego podrozdzialu zastanowimy si¢, czy widma dwoch elementdw
algebry Banacha sa bliskie siebie, gdy ich odleglosé¢ jest odpowiednio mata.

Twierdzenie 1.3.15. Niech A bedzie zespolong algebrg Banacha z jedynkg oraz
x € A. Jesli Q jest otwartym podzbiorem C spelniajgcym o(x) C Q, to istnieje
0 >0 taka, ze o(x+y) CQ, oiley € A spelnia ||y|| < J.

Dowdd. Rozwazmy funkcje f : p(x) — Ry okreslona wzorem
FO) =1l(e—a)71]
Jest to funkcja ciggla, a ponadto
N\ —1
(=3)

Gdy X — oo wyrazenie ||(e— %) || dazy do 1, a wiec f(A) — 0. W szczegdlnosci
f jest funkcja ograniczona, czyli istnieje M < oo spelniajace f(\) < M dla
A€ C\ Q. Jedli teraz y € A jest takie, ze ||y|| < 77, to dla A ¢ © mamy

IO =0 =) = 15|

e — (z4+1y) = (e —x)[e — (Ne—2) 1y

W oparciu o Wniosek 1.2.3 jest to element odwracalny, gdyz ||(Ae —x) " 1y|| < 1,
a zatem A ¢ o(z +y), co daje teze z § = ;. =

1.4 Funkcjonaly liniowo - multiplikatywne
Szczegdlna role w badaniu algebr odgrywaja homomorfizmy. Przypomnimy de-
finicje.

Definicja 1.4.1. Niech A oraz B beda algebrami nad tym samym ciatem K.
Przeksztalcenie ¢ : A — B nazywamy homomorfizmem, gdy jest ono liniowe
oraz multiplikatywne, to znaczy

VY elzy) = o(z)e(y).

z,y€EA
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Najwazniejsze sg homomorfizmy w C, o ktérych méwi kolejna definicja.

Definicja 1.4.2. Niech A bedzie zespolong algebra Banacha. Funkcjonalem li-
niowo - multiplikatywnym (homomorfizmem zespolonym) nazywamy kazdy nie-
zerowy homomorfizm w ciato liczb zespolonych.

Odnotujmy prosty fakt.

Fakt 1.4.3. Niech A bedzie zespolong algebrqg Banacha z jedynkq oraz o funk-
cjonatem liniowo - multiplikatywnym na A. Wéwczas p(e) = 1 oraz p(x) # 0
dla kazdego x € G(A).

Dowdd. Wezmy y € A taki, ze o(y) # 0. Wowczas

e(y) = pley) = p(e)e(y),

co daje ¢(e) = 1. Dalej, niech z € G(A). Mamy

p(x)p(z™h) = plzz™) = p(e) =1,
co konczy dowdd. O

Multiplikatywnosé funkcjonalu jest wlasnoécia bardzo silng - w nastepnym
stwierdzeniu okaze sie, iz wymusza ona cigglosc.

Stwierdzenie 1.4.4. Niech A bedzie zespolong algebrg Banacha z jedynkg.
Wowczas kazdy funkcjonal liniowo - multiplikatywny jest ciggly © ma norme
1.

Dowdéd. Niech ¢ bedzie funkcjonalem liniowo multiplikatywnym. Poniewaz je-
dynka algebry ma norme 1 zachodzi

A== sup [p(z)| > [p(e)| = 1.

[l=|[=1

[l

Dla dowodu drugiej nieréwnoéci wezmy dowolny x € A oraz liczbe zespolona A
taka, ze |A| > ||z||. Z Wniosku 1.2.3 element e — A~ 1z jest odwracalny. Zatem
Fakt 1.4.3 daje

0 ple—A""a) = p(e) = A Mp(z) = 1 = A (),
czyli p(x) # A. Zatem |p(z)| < ||z||, co konczy dowdd. O

Algebra A, na ktorej badane sa funkcjonaty liniowo - multiplikatywne moze
nie mie¢ jedynki, wiec powstaje naturalne pytanie, w jaki sposéb mozna je na
algebre A, z dolaczona jedynka rozszerzy¢. Zadanie jest bardzo proste i wynika
z relacji p(e) = 1, ktéra jest prawdziwa dla dowolnego funkcjonaltu liniowo -
multiplikatywnego na algebrze Banacha z jedynka.
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Definicja 1.4.5. Niech A bedzie algebra. Oznaczmy przez M(A) = A(A) zbidr
funkcjonaléw liniowo - multiplikatywnych na A. Jesli algebra A nie ma jedynki,
to kazdy ¢ € M(A) ma jednoznaczne rozszerzenie @ do elementu 9 (A, ) zadane
wzorem

plr+Xe) =p(x)+Adlaz e Aoraz A € K.
W ten sposéb M(A) C M(A.). Ponadto okredlajac po, € MM(Ae) za pomoca
wzoru

Yool + X&) = A
otrzymujemy M(A.) = M(A) U {po} (wynika to stad, iz jesli ¥ € M(A.) oraz

U # oo, t0 Pla € M(A), wice P = [a.)
7Z lematu 1.4.4 otrzymujemy natychmiast ponizszy wniosek.

Whniosek 1.4.6. Niech A bedzie zespolong algebra Banacha. Wowczas kazdy
funkcjonatl liniowo - multiplikatywny jest ciggly i ma norme ograniczong przez
1.

Zastanowimy sie teraz, czy multiplikatywnosé funkcjonalu da sie wymusi¢ z
jakiegos prostszego do sprawdzenia warunku. Jest to trescia stynnego twierdze-
nia Gleasona - Kahana - Zelazki. Aby je udowodnié potrzebne beda nam dwa
lematy. Pierwszy ma charakter analityczny.

Lemat 1.4.7. Niech f bedzie funkcjq calkowitq spetniajgcq f(0) =1, f/(0) =0
oraz

0<|f(N)] <el diaXec.
Wéwcezas f(N) =1 dla wszystkich X € C.
Dowdd. Skoro f nie ma zer to istnieje funkcja catkowita g taka, ze f = exp(g).

Zalozenia nalozone na f pociagaja za soba wlasnosci: g(0) = ¢’(0) = 0 oraz
Relg(A)] < |A|. Wezmy r > 0. Zachodzi nieréwnosé

9(V] < [2r — ()] dia ]\| < 7. (19)
Istotnie, wynika to wprost z oszacowania Re[g(\)] < |A| < r,

g = Relg(V)]* + Im[g(N)]* < 72 + Im[g(\)]?

< (2r = Re[g(N)])? + Im[g(V)]* < [2r — g(V) .
Okredlmy funkcje h, wzorem

r2g(N\)
A2[2r — g(M)]

Funkcja h, jest holomorficzna w zbiorze {A : |A\| < 2r}. Rzeczywiscie, holo-
morficznosé w zerze wynika z faktu, ze funkcja g ma w tym punkcie zero dwu-
krotne, a mianownik w innych punktach sie nie zeruje, co wynika z nieréwnoéci
Relg(A)] < |A|. Ponadto, jedli |\| = r, to oszacowanie (1.9) daje |h,.(A)| < 1. Z
zasady maksimum wynika wiec, ze |h,(A\)| < 1 dla |A| < r. Na koniec, ustalamy
A € C i puszczamy r — oco. Wéwcezas definicja (1.10) oraz poprzednia uwaga
prowadzi do wniosku g(A) =0, czyli f(A) = 1. O

he(X) = (1.10)
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Drugi lemat ma charakter czysto algebraiczny.

Lemat 1.4.8. Niech A bedzie algebrq z jedynkq. Zaldzmy, Ze funkcjonal liniowy
@ na A spelnia p(e) = 1 oraz p(2?) = ¢(2)? dla wszystkich x € A. Wéwczas ¢
jest multiplikatywny.

Dowdéd. 7 zalozenia mamy
o(2?) + o(zy +yz) + 0(y°) = o(2* + 2y + yz +y°) = p((x +y)*) =
(p(x) + ¢(y)? = p(®) + 20(x)e(y) + e(y°).

Zatem
olxy + yz) = 2¢(x)p(y) dla wszystkich z,y € A (1.11)

Wystarczy wiec sprawdzi¢ warunek ¢(zy) = p(yx). W tym celu zauwazmy, iz
zachodzi elementarny wzor

(ab — ba)* + (ab + ba)? = 2[a(bab) + (bab)a). (1.12)

Oblézmy jego lewa strone funkcjonatem ¢ i zastosujmy udowodniony wczesniej
fakt (1.11),

o((ab—ba)?)+4g(a)?p(b)? = p((ab—ba)?)+p(ab-+ba)? = p((ab—ba)*+(ab-+ba)?).
Uzyjmy teraz wzoru (1.12), co prowadzi do
@(ab — ba)? + 4¢(a)*p(b)? = 2p(a(bab) + (bab)a) = 4p(a)p(bab). (1.13)

Przyjmijmy teraz a = x — ¢(x)e oraz b = y. Wéwczas ¢(a) = 0 1 z tozsamosei
(1.13) uzyskujemy @(ay) = ¢(ya). Podstawiajac teraz poprzednio zdefiniowane
a otrzymamy p(zy) = @(yx), czyli teze. O

Mozemy juz przejs¢ do gtéwnego twierdzenia.

Twierdzenie 1.4.9 (Gleason,Kahane,Zelazko). Jesli ¢ jest funkcjonalem na
algebrze Banacha A takim, Ze ¢(e) = 1 i p(x) # 0 dla kazdego odwracalnego
x €A, to

p(zy) = p(z)p(y) dla wszystkich x,y € A.

Dowdd. Niech N = kerp. Dla x € A zalozenie ¢(e) = 1 prowadzi do
x=a+ p(x)e, (1.14)
gdzie a € N. Jedli zadzialamy ¢ na kwadrat réwnania 1.14, to otrzymamy
p(a?) = p(a®) + p(2)*.
Nalezy wiec udowodnié, iz

a*>€ N, gdy a € N, (1.15)
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bo wtedy
2

p(a?) = p(x)
i teze zapewni Lemat 1.4.8. Z zalozenia N nie zawiera zadnego odwracalnego
elementu A. Zatem |le — z|| > 1 dla wszystkich z € N na mocy punktu 2.
Twierdzenia 1.2.2. Wezmy X € C \ {0}. Wéwczas A~tz € N, co daje

[|Ae — z|| > |A] = |p(Ae — )| dla z € N oraz A € C. (1.16)

Nieréwnosé (1.16) implikuje, ze ¢ jest ciaglym funkcjonatem liniowym o normie
1. Istotnie, wezmy dowolne y € A i zapiszmy je w postaci y = ¢(y)e — x,
gdzie x € N podobnie jak w (1.14). Wtedy réwnanie 1.16 pociaga ze soba
lo(y)] < |lyl], co wraz z ¢(e) = 1 konczy uzasadnienie. Wracajac do dowodu
relacji 1.15 ustalmy a € N i zalézmy bez straty ogélnosci, ze ||a|| = 1. Polézmy

f) = i %)\" dla A € C
n=0 :

Ze wzgledu na |p(a™)| < ||a®]| < |la||* = 1, funkcja f jest catkowita i spelnia
[f(N)] < exp(|A]) dla A € C. Ponadto f(0) = p(e) = 11 f/(0) = p(a) = 0.
Jesli udowodnimy, ze f(A\) # 0 dla A € C, to z Lematu 1.4.7 wynikaé¢ bedzie
f7(0) = 0, czyli ¢(a?)=0, co zakonczy dowdd (1.15). Z cigglosci ¢ mamy jednak

f(X) = p(exp(al)).

7 drugiej strony koncowe rozwazania podrozdzialu 1.2. przypominaja nam, ze
Exp(A) C G(A), a wige z zalozen wynika ¢(exp(a))) # 0, co pozwala zastosowaé
poprzedni argument. O

Funkcjonaly liniowo - multiplikatywne stanowig bardzo wazne narzedzie ba-
dania przemiennych algebr Banacha, o czym przekonamy sie wkrétce. Wyzna-
czymy wiec teraz postaé¢ funkcjonatéw liniowo - multiplikatywnych na niektérych
algebrach.

Przyktad 1.4.10. Kazdy funkcjonal liniowo - multiplikatywny na algebrze
LY(R) jest postaci

o(f) = f(x) = / f(y)e”¥*dy dla pewnego z € R oraz wszystkich f € L'(R)
R
Kazdy funkcjonat liniowo - multiplikatywny na algebrze L!(T) jest postaci
~ 1 )
o(f) = f(n) = > / f(t)e"™dt dla pewnego n € Z oraz wszystkich f € L'(T).
™ Jr

Kazdy funkcjonat liniowo - multiplikatywny na algebrze [!(Z) jest postaci

olay) = Z ane™ dla pewnego t € T oraz wszystkich a,, € I'(Z).

n=—oo
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Dowdéd. Zacznijmy od pierwszego przykladu. Niech ¢ bedzie funkcjonatem li-
niowo - multiplikatywnym na L*(R). W szczegdlnoéci ¢ € L'(R)* ~ L>®(R),
wiec istnieje funkcja v € L= (R) taka, ze

o) = [ Fentde dia | € L'(R).

Przyjmijmy f,(z) = f(x —y) dla f € L*(R) oraz y € R. Rozpisujac splot
otrzymamy

/R (f * ) (@) (x)dz = / / f(& — y)g(w)y(@)dydz =

- /]R ( /R h(m)y(x)dl‘) 9(y)dy = /R 9(y)e(fy)dy.

7 drugiej strony,

Z multiplikatywnosci funkcjonatu ¢, wybierajac funkcje f € L'(R) tak, aby
o(f) # 0 uzyskujemy (mamy réwnos$é¢ wyrazen pod catka dla wszystkich g €
L'(R))
(S (y) = e(fy)

dla prawie wszystkich y. Ciagloi¢ operatora przesuniecia y — f, oraz funk-
cjonalu ¢ dowodzi, iz prawa strona powyzszego rownania jest funkcja ciagla
zmiennej y, a wiec po ewentualnej modyfikacji na zbiorze miary zero mozemy
zakladac, ze v jest funkcja ciagta. Wstawiajac x + y zamiast zmiennej = oraz f,
zamiast funkcji f otrzymujemy

o(F)v(@ +y) = @(fary) = ©((f2)y) = e(f2)7() = o(f)v(x)v(y),

skad

V(@ +y) =7(x)r(y)-
Jak wszyscy wiemy ciagle rozwiazania tego réwnania sa postaci y(z) = e,
gdzie ¢ € C. Ograniczono$é¢ funkcji v wymusza warunek ¢ = iy dla y € R, co
konczy dowdd.
W drugim przypadku rozumujemy analogicznie, z tym ze ciaglos¢ funkcji v na
T pociaga za soba y € Z.
Niech teraz p € M(I1(Z)). Rozwazmy ciag xo = (61,,) oraz niech ¢(z¢) = a € C.
Zauwazmy, ze dowolny element (a,,) € I}(Z) mozemy zapisa¢ w postaci

oo
(an) = Z any,
n=-—oo
a wiec

olan) = Z ana’. (1.17)

n=—oo
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Ponadto, element x( jest odwracalny (zy' = (0n(=1))), a wiec a # 0. Aby
uzasadnié, iz |a] = 1 wystarczy zwrécié uwage, ze kazdy funkcjonal liniowo -
multiplikatywny jest funkcjonatem ciaglym o normie 1, co prowadzi do |a™] < 1
dlan € Z. Skoro |a| = 1, to istnieje ¢ € [0,2) czynigce zado$¢ réwnosci a = e,

Teraz tozsamos¢ (1.17) konczy dowdd. O
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Rozdziatl 2

Przemienne Algebry
Banacha

2.1 Idealy modularne

Zajmiemy sie¢ teraz ideatami.

Definicja 2.1.1. Niech A bedzie algebra oraz I C A idealem wlasciwym. Ideal
I nazywamy maksymalnym, jesli dla dowolnego ideatu J zachodzi implikacja

IcJ=1=J1lubJ=A

Ideal I nazwiemy idealem modularnym, gdy algebra ilorazowa A/I ma jedynke,
lub réwnowaznie istnieje u € A takie, ze oba zbiory

Al—u) ={x—au:z € A} oraz (1 —u)A :={x —uzx :z € A}

sg zawarte w I. Taki element u nazywamy jedynka modulo I. Ideat I nazywamy
maksymalnym idealem modularnym, gdy jest maksymalny i modularny.

Odnotujmy teraz prosty fakt.
Fakt 2.1.2. Ideal zawierajgcy ideal modularny jest idealem modularnym.

Dowdéd. Niech J C I beda ideatami oraz J bedzie modularny. Oznaczmy przez
u jedno$¢ modulo J. Wéwcezas

Al—u) ={x—au:ze€ A} CcJCI
i analogicznie w druga strone. O

Otrzymujemy stad tatwy wniosek.

Whniosek 2.1.3. Ideal jest maksymalnym ideatem modularnym wtedy 1 tylko
wtedy, gdy jest maksymalny w klasie wszystkich wlasciwych ideatéw modular-
nych.
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Wprowadzimy teraz definicje.

Definicja 2.1.4. Niech A bedzie algebra. Przez Max(A) bedziemy oznaczaé
zbiér wszystkich maksymalnych idealéw modularnych.

Nalezy sie zastanowicé, czy takie idealy zawsze istnieja. Czesciowa odpowiedz
daje lemat Kuratowskiego - Zorna.

Lemat 2.1.5. Kazdy wia$ciwy ideal modularny jest zawarty w maksymalnym
ideale modularnym.

Dowdd. Niech I bedzie wlaéciwym ideatem modularnym oraz v € A niech bedzie
jedynka modulo I. Rozwazmy zbiér

L={L<A:ICLorazu¢ L}.

Woéwczas L jest niepuste, bo I € L. Porzadkujemy zbiér £ przez inkluzje i
wezmy K - liniowo uporzadkowany podzbiér L. Potézmy

L=|J{K:K ek}

Wtedy u ¢ L oraz L jest idealem. Stad L € L i L jest ograniczeniem gérnym dla
KC. Spelnione sa zatem zalozenia Lematu Kuratowskiego - Zorna, czyli istnieje
w L element maksymalny M. Jesli teraz M C J dla pewnego wlasciwego idealu
J,tou ¢ J, bo inaczej x = v —uxr +uxr € M + J = J dla kazdego x € A. Stad
J € L, co implikuje J = M i maksymalnos$é¢ ideatu M. O

Przypomnijmy jeszcze krotko sytuacje w algebrach z jedynka.
Fakt 2.1.6. Niech A bedzie algebrq z jedynkqg. Wowczas
1. Kazdy ideal jest modularny.

2. Jesli algebra A jest przemienna, to element x € A jest odwracalny wtedy i
tylko wtedy, gdy x ¢ M dla kazdego M € Max(A).

Dowdd. Pierwsza czesé jest oczywista, wiec zajmiemy sie punktem 2. Zauwazmy,
ze v ¢ G(A) <= Az jest idealem wlasciwym, a wiec z Lematu 2.1.5 Ax C M
dla pewnego M € Max(A). O

W kontekscie algebr Banacha najwazniejsze sa idealy domkniete. Pewne in-
formacje w tym zakresie podaje ponizszy lemat.

Lemat 2.1.7. Niech A bedzie algebrq Banacha oraz I wlasciwym ideatem mo-
dularnym. Jesli u € A jest jedynkg modulo I, to

IN{zeA:|lz—ul|<1}=0.
W szczegolnosci, I jest takze ideatem wilasciwym i kazdy maksymalny ideat mo-

dularny jest domkniety.
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Dowdd. Przyjmijmy A’ = A, je$li A ma jedynke e, a w przeciwnym wypadku
niech A" = A,. Jesli ||x —u|| < 1, to na mocy Wniosku 1.2.3 element e — (u — z)
jest odwracalny w A’. Napiszmy (e — (u — x))~! = y + e i pomnézmy obie
strony réwnania przez e — (u — x), aby otrzymaé

e=Xe+y—\u—yu+ A\ +yz.
Dazac do sprzecznosci zaldézmy, ze x € I. Jedli e € A, to
e=Xe—(Ae)ut+y—yu+ ANe+y)xel,
co jest wykluczone. Jedli e ¢ A, to
(I-XNe=y— A u—yu+r+yx € A,

astad A =1, czyli u =y — yu+ x + yx € I i rOwniez otrzymujemy sprzecznoéc.
Ostatnie dwa wnioski wynikaja z powyzszego w sposob nastepujacy: domkniecie
ideatu jest idealem, co wynika z ciaglo$ci mnozenia, ponadto z otwartosci zbioru
{reA:||lzr—ul| <1}

IN{reA:||lz—ul|| <1} =0,

czyli T jest wiadciwy. Jedli I jest maksymalny, to inkluzja I C I prowadzi do
I=1 O

Przyszed! czas na policzenie klasycznego przykiadu.

Przyktad 2.1.8. Niech X bedzie lokalnie zwarta przestrzenia topologiczna i
dla kazdego () # E C X niech

I(E)={f € Co(X) : f(x) = 0 dla wszystkich x € E}.

Wéwezas odwzorowanie E +— I(E) jest bijekcja pomiedzy zbiorem niepustych,
domknietych podzbioréw X, a zbiorem domknietych ideatéw w Cy(X). Co wie-
cej, I(FE) jest idealem modularnym wtedy i tylko wtedy, gdy E jest zwarty i
I(E) € Max(Cy(X)) wtedy i tylko wtedy, gdy E jest singletonem.

Dowdd. Jest jasne, ze I(E) jest domknigtym idealem w Cy(X). Ponadto, dla
kazdego = € X istnieje f € Co(X) takie, ze f(x) # 0, a wiec I(E) jest idealem
wlasciwym, o ile E # (. Skoro F jest domkniety, dla x € X \ E, z lematu
Urysohna dostajemy istnienie f € Cy(X) spelniajacego warunki f|g = 0 oraz
f(x) # 0. W szczegdlnodei, dowodzi to réznowartosciowosci odwzorowania E +—
I(E).

Niech teraz I bedzie domknietym idealem w Co(X) i przyjmijmy

E={xe€ X : f(x) =0 dla wszystkich f € I'}.

Wéwezas E jest domknietym podzbiorem X, a takze I C I(E). Aby wykazad,
ze I = I(F) uzasadnimy najpierw, iz kazde g € C.(X) (funkcje ciagle o nosniku
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zwartym na X ) o wlasnoéci FNsuppg = @) nalezy do I. Niech C bedzie zwartym
podzbiorem X spelniajacym CNE = @. Wtedy dla kazdego x € C istnieje h, € T
takie, ze h,(x) # 0. Zatem |h,|> = hyh, € I, |hy|? > 0 oraz |h,|?(z) > 0. Ze
zwartoséci C' istnieje skoniczony podzbior F' C C taki, ze funkcja h zdefiniowana

poprzez
h(y) = (Z he - hz) W)= |h)(v), ye X
zEF z€EF

jest $cidle dodatnia na C. Ponadto, h € I.

Teraz, niech J bedzie zbiorem tych g € C.(X), ktore spetniaja E N suppg = 0.
7 tego, co udowodnilismy przed chwila dla kazdego g € J istnieje h € I takie,
ze h(y) > 0 dla wszystkich y € suppg. Okre$lmy funkcje f na X za pomoca
warunkéw f(z) = 0 dla z € X \ suppg i f(z) = g(z)/h(z) dla = € suppg.
Oczywiscie f jest ciagla, a wiec f € Co(X) i g = fh € I. To dowodzi inkluzji
J C I, ktora zapowiadaliSmy wczesniej.

Z drugiej strony, J jest geste w I(E). Rzeczywiscie, wezmy f € I(E), ¢ > 0 i
rozwazmy C = {z € X : |f(z)| > e}. Wowczas C jest zwarte oraz C N E = ().
Znéw, z lematu Urysohna istnieje h € C.(X) takie, ze h(X) C [0,1], hlc =1
isupph C X\ E. Teraz g = fh € Ji||f — glloo < €. Skoro I jest domkniety,
taczac poprzednie rezultaty dostajemy

I(Ey=JcI=ICI(E),

a wiec I(F) = I. Oczywiscie E # (), bo inaczej C.(X) C I, czyli I = Cy(X).
Jedli E jest zwarty, to istnieje u € Cp(X) o wlasnoséci u(z) = 1 dla = € E,
co uzasadnia Co(X)(1 —u) C I(E). Na odwrét, gdy I(E) jest modularny, to
istnieje u € Cy(X) o wlasnosci Co(X)(1 —u) C I(E). To pociaga za soba u = 1
na E, a wiec F jest zwarty, bo u € Cp(X). Ostatnia czes$¢ jest teraz prostym
wnioskiem z poprzednich wynikéw, bo

ECF=I(F)CIE).
0

2.2 Funkcjonaly liniowo - multiplikatywne i ra-
dykat
Twierdzenie 2.2.1. Niech A bedzie zespolong, przemienng algebrq Banacha.
Wowczas odwzorowanie
pr—kerp={z € A:p(z)=0}
jest bijekcjg pomiedzy M(A) 1 Max(A).

Dowdd. Dla ¢ € M(A) zbiér kerp jest ideatem i domknigta podprzestrzenia
liniowa kowymiaru 1. Aby sprawdzié¢, ze jest to ideal modularny wybierzmy
u € A takie, ze ¢(u) = 1. Wowczas, dla kazdego = € A zachodzi

plur —x) = p(u)p(z) — ¢(z) =0,
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a wiec ux —x € keryp, czyli u jest jednoscia modulo kerp. Ideal kery jest rowniez
oczywiscie idealem maksymalnym, gdyz inaczej zawieratby go w sposéb wtasci-
wy inny ideal wlasciwy, a wiec w szczegdlnosci wlasciwa podprzestrzen liniowa,
co jest wykluczone ze wzgledu na fakt, iz kerp ma kowymiar jeden. Jesli I jest
maksymalnym idealem modularnym, to zgodnie z Lematem 2.1.7 jest to ideal
domkniety, a wiec A/I jest zespolona algebra Banacha z jedynka. Nie zawiera
ona nietrywialnych idealéw, gdyz kazdy taki ideal podnosilby sie do ideatu za-
wierajacego I, czyli jak pamietamy z kursu algebry A/I jest cialem. Zgodnie z
Twierdzeniem Gelfanda - Mazura A/T jest izomorficzne z cialem liczb zespolo-
nych, a homomorfizm kanoniczny 7 : A — A/I = C zadaje zadany funkcjonal
liniowo - multiplikatywny. Wykazalismy w ten sposéb, ze odwzorowanie z tredci
twierdzenia jest surjekcja. Pozostaje jeszcze uzasadnié, iz jest ono réznowarto-
sciowe. Niech wiec @1, 2 beda takie, ze kerp, = kerps =: I oraz niech u bedzie
jedynka modulo I. Wtedy, skoro I ma kowymiar jeden to kazdy x € A moze
by¢ jednoznacznie przedstawiony w postaci

x=Au+y gdziey € I oraz )\ € C.

Poniewaz ¢(u) = 1 dla kazdego funkcjonatu liniowo - multiplikatywnego ¢ spel-
niajacego kerp = I, otrzymujemy

p1(z) = Ap1(u) +¢1(y) = A = Apa(u) + @a(y) = wa(z),
czyli 1 = 9, co konczy dowdd. O
7Z ostatniego twierdzenia uzyskujemy wazny wniosek.

Whiosek 2.2.2. Na kaZdej zespolonej, przemiennej algebrze Banacha z jedynkg
istnieje funkcjonal liniowo - multiplikatywny.

Dowdd. Ideal {0} jest zawarty w pewnym ideale maksymalnym, wiec zgodnie z
poprzednim twierdzeniem wyznacza pewien funkcjonal liniowo - multiplikatyw-
ny. O

W poprzednim podrozdziale zbadaliSmy strukture ideatéw domknietych w
Co(X) (zobacz Przyklad 2.1.8), co w polaczeniu z wzajemnie jednoznaczna od-
powiednioscia udowodniona przed chwilg prowadzi do ponizszego przyktadu.

Przyklad 2.2.3. Kazdy funkcjonal liniowo - multiplikatywny na Co(X) jest
postaci

o(f) = f(z) dla wszystkich f € Cy(X) oraz pewnego z € X.

Nastepne stwierdzenie zwigze wartosci funkcjonaléw liniowo - multiplikatyw-
nych ze spektrum elementu.

Stwierdzenie 2.2.4. Niech A bedzie zespolong, przemiennqg algebrg Banacha z
jedynkq oraz x € A. Liczba zespolona A nalezy do o(x) wtedy i tylko wtedy, gdy
p(x) = X dla pewnego o € M(A). Gdy algebra A nie ma jedynki, to powyzszy
fakt zachodzi dla A # 0. Wtedy jednak zawsze 0 € o(x) oraz poo(x) = 0.
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Dowdéd. Zakladamy najpierw, ze algebra A ma jedynke. Niech A\ € o(x). Wow-
czas ideal I = (Ae—1x)A jest ideal wlasciwym w A, wigc jest zawarty w pewnym
ideale maksymalnym, ktéry zgodnie z Twierdzeniem 2.2.1 jest jadrem pewnego
v € M(A). Stad p(Ae —z) = 0, a wiec p(x) = A\. WeZmy teraz a € p(x).
Element ae — x jest odwracalny, a wiec w oparciu o Fakt 1.4.3 otrzymujemy
p(ae —x) # 0 dla kazdego ¢ € M(A), co prowadzi do p(x) # «, czyli musi byé
o(z) € o(x). W przypadku algebry bez jedynki wystarczy przypomnieé¢ sobie
Fakt 1.3.2, ktéra pociaga za soba prawdziwosé tezy (zobacz Definicje 1.4.5). O

Mozemy teraz scharakteryzowaé spektra elementéow w pewnych algebrach
Banacha.

Przyktad 2.2.5. Niech f € L*(R), wtedy

= ~

o(f) = f(R) = f(R) U{0}.
Niech f € LY(T), wtedy

~

o(f) = f(2) = f(z) u{o}.
Udowodnimy teraz klasyczne twierdzenie Wienera.

Twierdzenie 2.2.6 (Wiener). Niech f € A(T) oraz f(t) # 0 dla kaZdego
t € [0,2m). Wéwczas 1/ f € A(T).

Dowdd. Przypominamy sobie, ze odwzorowanie f — (ay)nez, gdzie
0 .
f(t) _ Z aneznt
jest izometrycznym izomorfizmem algebry A(T) na ['(Z). Stad
oam (f) = onz)(an).

Z drugiej strony, postaé funkcjonatéw liniowo - multiplikatywnych na [1(Z) oraz
ostatnie stwierdzenie prowadzi do

gar)(f) = onylan) =
> .
{ Z ane™ it €[0,2m)} = £(T).
7 zalozenia jednak 0 ¢ f(T), czyli 0 ¢ o4(r)(f), a wigc f jest odwracalny. [
Whprowadzimy teraz wazne pojecie radykaltu algebry Banacha.

Definicja 2.2.7. Niech A bedzie przemienng, zespolong algebrg Banacha. Ra-
dykal A definiujemy jako

rad(A) = ﬂ{M : M e Max(A)} = ﬂ{kerg@ tp € M(A)},

przy naturalnej konwencji rad(A) = A, gdy M(A) = 0. Z definicji, jest to
domkniety ideal w A. Algebre A nazywamy poélprosta, gdy rad(A) = {0} oraz
radykalna, gdy rad(A) = A.
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Ze Stwierdzenia 2.2.4 wynika charakteryzacja elementéw nalezacych do ra-
dykatu.

Fakt 2.2.8. Niech A bedzie zespolong algebra Banacha. Element x € A nalezy
do rad(A) wtedy i tylko wtedy, gdy r(x) = 0. Algebra A jest wiec pélprosta wtedy
i tylko wtedy, gdy warunek r(x) = 0 pocigga za sobg x = 0.

Algebry pélproste maja wielce uzyteczna wlasnoéé automatycznej ciggtosci.

Twierdzenie 2.2.9. Niech A i B bedg zespolonymi, przemiennymi algebrami
Banacha oraz zaléimy, ze B jest polprosta. Wowczas kazdy homomorfizm ¢ :
A — B jest ciggly.

Dowdd. 7 twierdzenia o wykresie domknietym i liniowosci wystarczy pokazac,
ze jedli ciag x, € A spelnia z, — 0 oraz ¢(z,) — b dla pewnego b € B, to
b= 0. Wezmy o € M(B). Wowezas ¢ o ¢ € M(A) U {0}, a wiec zaréwno ¢ jak
i o ¢ sy ciagle. Stad

@(b) = lim ¢(¢(zn)) = lim (¢ o ¢)(zn) =0.

n—oo n—oo
Teraz polprostota B zapewnia, iz b = 0. O

Whiosek 2.2.10. Na péiprostej algebrze Banacha wszystkie zupelne, podmulti-
plikatywne normy sq rownowazne.

Dowdd. Stosujemy poprzednie twierdzenie do odwzorowania identycznosciowe-
go naszej algebry z dowolnymi dwiema normami takimi, jak w zalozeniu. O

Na koniec udowodnimy nieco inng charakteryzacje elementéw nalezacych
do radykalu, ktéra mozna sie postuzyé¢ przy definiowaniu tego waznego pojecia
takze w przypadku algebr nieprzemiennych.

Twierdzenie 2.2.11. Niech A bedzie zespolong, przemienng algebrq Banacha
z jedynkq. Element x € A nalezy do rad(A) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
y € A mamy e+ zy € G(A).

Dowdd. Jesli x € rad(A), to dla dowolnego ¢ € M(A) i dowolnego y € A mamy
(korzystajac na przyklad z Faktu 2.2.8)

ple+zy) = p(e) + p(r)p(y) = 1.

Zatem element e + zy jest odwracalny (Stwierdzenie 2.2.4). Jezeli « ¢ rad(A),
to istnieje funkcjonal oo € M(A) taki, ze o = po(x) # 0. Stad

(e (-2)2) =0

i element e + (— ) x nie jest odwracalny w A. O

£
a
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2.3 Transformacja Gelfanda

Badali$my ostatnio zbiér M(A) = Max(A) maksymalnych idealéw modularnych
przemiennej, zespolonej algebry Banacha A lub réwnowaznie zbiér funkcjona-
16w liniowo - multiplikatywnych na A. Wprowadzimy teraz kluczowe pojecie
transformaty Gelfanda elementu przemiennej algebry Banacha oraz topologii
Gelfanda na przestrzeni idealéw maksymalnych.

Definicja 2.3.1. Niech A bedzie zespolong, przemienng algebra Banacha oraz
niech z € A. Okreslamy transformate Gelfanda elementu = jako odwzorowanie
Z: M(A) — C zadane wzorem

Z(p) = p(x) dla ¢ € M(A).

Przyjmijmy A = {Z : © € A}. Topologia Gelfanda na 9 (A) (przestrzeni idealéw
maksymalnych) nazywamy stabg topologie indukowana na tym zbiorze przez ﬁ,
czyli najstabsza topologie, przy ktérej wszystkie T sa ciagle. Poniewaz funkcjo-
natly liniowo - multiplikatywne sa ciagle (zobacz Wniosek 1.4.6) jest to obciecie
stabej* topologii z A* do 9(A), a wigc dla ustalonego ¢y € M(A) zadana jest
ona przez baze otoczen postaci

Ulpo; 21,y n,8) = {p € M(A) : (@) — po(wi)] <&, 1 <i<nj,

gdzie ¢ > 0, n € N oraz x1,...,x, sa dowolnymi elementami A. Terminem
transformacja Gelfanda bedziemy okresla¢ odwzorowanie I'y : A — C(9M(A))
okreslone wzorem

FA (:L‘) =17

Przy tym oznaczeniu mamy I'4(A) = A.
Przechodzimy do najwazniejszego twierdzenia tego podrozdziatu.

Twierdzenie 2.3.2. Niech A bedzie zespolong, przemienng algebrg Banacha.
Wowczas

1. M(A) jest przestrzeniq lokalnie zwartq.
2. M(Ae) = M(A) U {pwo} jest jednopunktowym uzwarceniem M(A).
3. M(A) jest zwarta, jesli A ma jedynke.

Dowdd. Zaczniemy od punktu 3. Niech B = {A € A* : ||A]|a- < 1} bedzie
domknieta kula jednostkowa w A*. Woéwczas ze Stwierdzenia 1.4.4 wynika, ze
M(A) C B. Ponadto z Twierdzenia Banacha - Alaoglu B jest zbiorem zwartym
w slabej* topologii, wiec wystarczy wykazaé, iz M(A) jest stabo* domknietym
podzbiorem B. Niech g nalezy do tego domkniecia. Nalezy wykazaé¢ dwie toz-
samosci (druga z nich jest potrzebna, aby otrzymaé niezerowosé funkcjonatu)

vo(ry) = po(x)po(y) dla z,y € A, (2.1)
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po(e) = 1. (2.2)

Ustalmy x,y € A oraz ¢ > 0 i rozwazmy
U={Aec A" :|Az; — po(z;)| < e dlal <i<4},

gdzie z1 = e, 290 = x, 23 = y oraz z4 = xy. Wéwczas U jest stabym™* otoczeniem
o, a wiec z definicji zawiera pewien funkcjonal liniowo - multiplikatywny .
Stad

11— wo(e)] = [e(e) = wole)| <e,

co implikuje (2.2). Dla dowodu pierwszej tozsamosci zauwazmy, ze

vo(zy) — vo(x)po(y) = [po(zy) — @(zy)] + [p(x)(y) — Yo(x)po(y)] =
= [po(zy) — (xy)] + [e(y) — po()]e(x) + [p(z) — wo(x)]po(y)-.

W ten sposéb dostajemy nieréwnos$é

lo(zy) — wo(@)po(y)| < (1 + [[z]] + |po(y))e,

ktéra dowodzi (2.1).

Przejdzmy teraz do dowodu punktu 1. Rozwazamy 9(A.) majac na uwadze
inkluzje M(A) C M(A,). Przez U oraz U, bedziemy oznaczaé otoczenia bazowe
w M(A) oraz M(A.) (odpowiednio). Wowczas, dla ¢ € M(A), € > 0 oraz F -
skonczonego podzbioru A mamy

U(p, Fye) U{ps} jesli |p(z)| < e dla wszystkich € F

Ue(§07 Fa E) = { U(QO, F‘7 5) W przeciwnym Wypadku

Stad topologia Gelfanda na 2(A) zgadza sie z topologia Gelfanda indukowana
z M(A.). Zbidér jednopunktowy {poo} jest oczywiscie domkniety w MM(A,), a
wiec M(A) jest otwarte w M(A,), czyli jest lokalnie zwarte.

Dla dowodu punktu 2. niech x € A oraz € > 0. Wowczas

Ue(oo; 7,6) = {poo} U{p € M(A) : |p(2)| < e} =
= M(A) \ { € M(A) : [¢(x)] > e}

Zbiory {¢p € M(A,) : [¥(x)| > €}, x € A sa domknigte w M (A, ), a wiec zwarte.
Teraz, dopelnienie kazdego otoczenia bazowego ¢, jest skofniczona suma takich
zbidr zwartych, czyli jest zwarte, a ponadto

M(Ae) \ Ue(poos T,€) =
=M(Ae) \ ({pct U{p € M(A) : [p(z)| <e}) =
— M)\ {p € M(A) : ()| < }.

O

W nastepnym twierdzeniu podsumujemy podstawowe wlasnoéci transforma-
cji Gelfanda.
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Twierdzenie 2.3.3. Niech A bedzie zespolong, przemienng algebrg Banacha i
I': A C(OM(A)) jej transformacjg Gelfanda. Wéwczas

1. T przeksztalca A w Co(M(A)) i nie zwicksza normy.
2. T jest homomorfizmem A w Co(9M(A)) o jgdrze rad(A).
3. T(A) = A silnie rozdziela punkty M(A).
4. Dla kazdego x € A zachodzi
o(z)\ {0} C Z(M(A)) C o(x).
Ponadto, jesli A ma jedynke to zachodzi T(IM(A)) = o(x).

Dowdd. Od razu widzimy, ze punkt 4. jest przeformulowaniem Stwierdzenia
w jezyku transformaty Gelfanda. Dla dowodu punktu 1. uzyjemy poprzednie-
go twierdzenia, z ktérego wiemy, iz M(A,) jest jednopunktowym uzwarceniem
M(A) oraz T(ps) = 0, co implikuje T € Co(M(A)). Co wiecej, z ogdlnych
wlasnosci promienia spektralnego mamy

1Z]|oo = r(2) < ]|

Dowdd punktu 2. jest natychmiastowy z definicji, wigc go pominiemy. Punkt
3. oznacza, ze I'(A)(p) # {0} dla kazdego ¢ € M(A) oraz jesli 1 # @2, to
Z(p1) # T(p2) dla pewnego = € A. O

Zastanowimy sie teraz, kiedy A jest domkniete w Co(9M(A)). Potrzebny be-
dzie lemat pomocniczy.

Lemat 2.3.4. Jesli A jest zespolong, przemienng algebrq Banacha i okreslimy
liczby r oraz s za pomocqg wzoréw

2 ~
T:inf”x U, 3:inf‘|x||oo r€A z#0,
||| |||
to s2 <r < s.
Dowdd. Z definicji ||Z]|o > s||z||, a wiec
122]] > 1172l = lIZ136 > 5°[|]]”

dla kazdego = € A, czyli s> < r. Poniewaz ||z?%|| > r||z||? dla kazdego = € A,
indukcja ze wzgledu na n pokazuje, ze

| |$2n 2"

> |

Przykladajac obustronnie pierwiastek stopnia 2™ w tej nieréwnosci i przechodzac
do granicy otrzymujemy, w oparciu o wzér na promien spektralny,

(@) = |[Zloc = rll],

co dowodzi nieréwnosci r < s. O
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Czas na zapowiadane twierdzenie.

Twierdzenie 2.3.5. Niech A bedzie przemienng, zespolong algebrg Banacha.
Wowczas zachodzq nastepujgce fakty.

1. Transformacja Gelfanda jest izometrig (czyli ||z]| = ||Z]||co dla kazdego
x € A) wtedy i tylko wtedy, gdy ||2?%|| = ||z||* dla wszystkich x € A.

2. A jest polprosta i A jest domknieta w Co(9M(A)) wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje K < oo takie, ze ||z||* < K||2?|| dla kaidego x € A.

Dowdéd. Dla dowodu punktu 1. wystarczy zauwazy¢, ze transformacja Gelfanda
jest izometria wtedy i tylko wtedy, gdy s z poprzedniego lematu jest réwne 1,
co na mocy tezy tegoz samego lematu zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy r = 1.
Istnienie K jest réwnowazne warunkowi r > 0, skad na mocy tezy lematu wnio-
skujemy s > 0. Jesli s > 0, to transformacja Gelfanda spelnia ||Z||cc > s||z|]
jest wigc wlozeniem, co pociaga za soba réznowartosciowos¢ oraz domknigtosé
obrazu. W druga strone, jesli z — Z jest réznowartosciowe oraz A jest domknie-
te w Co(MM(A)), to klasyczny wniosek z twierdzenia o odwzorowaniu otwartym
implikuje, ze s > 0. U

Odnotujmy jeszcze wazng wlasno$¢ promienia spektralnego w algebrach prze-
miennych.

Stwierdzenie 2.3.6. Niech A bedzie przemienng, zespolong algebrg Banacha.
Wowczas promierni spektralny jest péinormg na A. Dodatkowo, promien spektral-
ny jest normqg wtedy i tylko wtedy, gdy A jest pélprosta.

Dowdd. Promien spektralny jest z definicji nieujemnym, dodatnio jednorodnym
funkcjonatem na A. Sprawdzimy nieréwnos¢ trojkata

r(@+y) = |7+ ylloo = [T+ Ylloo < |[Zlloc + [[3lloc = () +7(y)

dla dowolnych x,y € A, co dowodzi pierwszej czesci stwierdzenia. Dla dowodu
czedel drugiej stosujemy punkt 2. Twierdzenia 2.3.3: r(z) = 0 & ||Z]|oo = 0 &
x € rad(A).

Transformacja Gelfanda jest z oczywistych przyczyn narzedziem do badania
algebr przemiennych. Tym nie mniej, okazuje si¢, ze czesto mozna jej uzy¢ takze
w przypadku nieprzemiennym, czego przyktad zobaczymy za chwile.

Definicja 2.3.7. Niech A bedzie algebra Banacha z jedynks oraz S C A. Ko-
mutantem S nazywamy zbidér

S"={z € A:xs = sz dla kazdego s € S}.
Méwimy, ze S komutuje, jesli kazde dwa elementy S sa ze soba przemienne.

Nastepny fakt opisuje podstawowe wlasnoéci komutantow.

Fakt 2.3.8. Niech A bedzie algebrg Banacha z jedynkq oraz S C A.
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1. S’ jest domknietq podalgebrg z jedynkq w A.
2. 85cCS8” .= (5.
3. Jesdli S komutuje, to S” komutuje.

Dowdd. Pierwsza czesé jest latwa, gdyz jesli ,y € A komutuja z kazdym s € S,
to te wlasnosé maja takze Az, © + y oraz xy, A € C. Domknieto$¢ wynika z
cigglo$ci mnozenia. Z definicji, kazdy s € S komutuje z kazdym z € S’, a wiec
S c §”. Jedli S komutuje, to S C ', a zatem S” C S’. To konczy dowdd
trzeciej czesci, gdyz dla dowolnego zbioru E C A, jesli B/ C E, to E' komutuje,
bo woéwczas E' C E”. O

Komutanty pozwalaja sprowadzi¢ niektére zagadnienia ogdlne do przypadku
przemiennego.

Twierdzenie 2.3.9. Niech A bedzie algebrg Banacha z jedynkg, S C A, S ko-
mutuge 1 przyjmigmy B = S”. Wéwczas B jest przemienng podalgebrg Banacha
z jedynkg w A, S C B oraz op(x) = ca(x) dla kazdego x € B.

Dowdd. 7 poprzedniego faktu wiemy, ze B ma zadane wlasnosci. Wezmy = € B
o wlasnoéci x € G(A). Trzeba pokazaé, iz =1 € B. Skoro x € B, to z definicji
ry = yx dla kazdego y € S’. Zatem y = x 'yz, czyli yz~! = 271y, a wiec
!l eB. O

Twierdzenie 2.3.10. Niech A bedzie zespolong algebrq Banacha z jedynkq,
x,y € A oraz vy = yxr. Wowczas

o(x+y) Co(z)+o(y) o(zy) Co(z)o(y).

Dowdd. Przyjmijmy S = {x,y} oraz B = S§”. Wtedy z + y,zy € B i na mocy
poprzedniego twierdzenia wystarczy wykazaé, ze

op(z+y) Cop(x)+0op(y), op(ry) Cop(z)op(y).

Jednak B jest przemienna, a wiec spektrum dowolnego elementu jest obrazem
jego transformaty Gelfanda i teza wynika z relacji

(x+y)=7T4+7i (zy) =77.
O

Zanim przejdziemy do przykltadéw udowodnimy proste stwierdzenie, ktore
pozwala w wielu przypadkach zidentyfikowaé¢ topologie Gelfanda.

Stwierdzenie 2.3.11. Niech X bedzie przestrzeniq lokalnie zwartg oraz A ro-
dzing funkcji z Co(X), ktdra silnie rodziela punkty X. Wowczas topologia na
X jest identyczna ze stabg topologiq zadawang przez rodzine funkcji x — f(x),

feA
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Dowdd. Topologia na X jest silniejsza niz staba topologia. Wystarczy wiec wy-
kazaé, ze dla ustalonego z € X i otoczenia U punktu x w X istnieje V o
wlasnoéci x € V C U, gdzie V jest otwarty w stabej topologii. Przyjmijmy
X = X, gdy X jest zwarte oraz X = X U {oo} (Jednopunktowe uzwarcenie) w

przeciwnym wypadku. Kazda f € Cy(X) rozszerza si¢ na X poprzez okreslenie
f(00) = 0. Skoro A silnie rodziela punkty X, to dla kazdego y € X \ U istnieje

fy € A takie, ze
&y = ‘fy(y) - fy(m)‘ > 0.
Dla kazdego y € X \ U zbiér

V,={z € X:1£,() ~ )] < 2}

jest otwartym otoczeniem y w X (w slabej topologii). Poniewaz X \ U jest

zwarte, to istnieje skonczenie wiele y1,...,y, € X \ U takich, ze
- n
X\Uc|JV,.
j=1
Przyjmijmy

V={2ze€X:|f,(2) = fy, ()] <% Qi wszystkich 1 < j < n}.

Wtedy « € V oraz V jest zawarte w U. Rzeczyw1sc1e, gdyby pewne z € V i
2 ¢ U, to z €V, dla pewnego j, a stad

| fuy; (@) = fy; W) < |y, (@) = fy, ()] + 1 fy, (2) = fy, (05)] < ey,
co przeczy definicji ;. O
Czas teraz dokladnie przeanalizowaé¢ poznane wczesniej przyklady.

Przyktad 2.3.12. 1. Niech X bedzie przestrzenia lokalnie zwarta. Wow-
czas M(Cy(X)) = X oraz transformata Gelfanda f € Cy(X) jest postaci
f(x) = f(x) dla € X. Zatem transformacja Gelfanda jest w tym przy-
padku identycznoscia.

2. M(LY(R)) = R. Transformata Gelfanda f € L'(R) jest postaci

T) = / f(y)e™™¥dy dla x € R.
R

W tym przypadku transformacja Gelfanda jest tozsama z transformacja

Fouriera.
3. M(LY(T)) = Z. Transformata Gelfanda f € L*(T) jest postaci
N 1 27 )
fln)=— f(t)e "dt dlan € Z.
2T 0

W tym przypadku réwniez transformacja Gelfanda pokrywa sie z trans-
formacja Fouriera.
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4. M(I11(Z)) = T. Transformata Gelfanda (a,,)S_ . € I*(Z) jest postaci

n—=—oo

ft) = Z ane™ dlat e T.

n=-—oo

Dowdéd. Postacie transformat Gelfanda wynikaja z Przyktadu 1.4.10. Identyfi-
kacje topologii na przestrzeniach Gelfanda z naturalnymi topologiami na R, Z, T
wynikaja ze stwierdzenia poprzedzajacego przyktad (w dwéch srodkowych przy-
padkach opieramy si¢ na lemacie Riemanna - Lebesgue’a). Inna metoda jest
dodanie jedynki, w przypadkach gdy rozpatrywana algebra jej nie posiada, a
nastepnie oparcie sie na fakcie:

jesli (X, 7o) jest przestrzenia zwartg oraz 71 jest topologia Hausdorffa na X,
taka ze 71 C 79, to 71 = 72 (u nas 7» to naturalna topologia, a 71 to topologia
Gelfanda). O

Na zakoniczenie tego podrozdziatu oméwimy jeszcze jedng wazna algebre.

Przyktad 2.3.13. Kazdy funkcjonal liniowo - multiplikatywny na algebrze
A(D) jest postaci
©(f) = f(z) dla pewnego z € D.

Stad M(A(D)) = D i transformacja Gelfanda jest identycznoscia.

Dowdd. Niech fo € A(D) bedzie zadana wzorem fy(t) = t. Wezmy ¢ € M(A(D))
i oznaczmy ¢(fo) = z. Musi by¢ |z| < 1, bo inaczej fo — ze byloby elementem
odwracalnym i otrzymaliby$my

o((fo—2e)7") = ((fo — 2)) 7" = (e(fo) = 2) 7",

co jest wykluczone. Dla dowolnego wielomianu w mamy teraz p(w) = w(z),
skad ¢(f) = f(z) dla dowolnej funkcji f € A(D), o ile wiemy, ze wielomiany
sg geste w tej algebrze, gdyz funkcjonaly liniowo - multiplikatywne sg ciagle.
Uzasadnimy jeszcze to ostatnie zdanie. Dla f € A(D) i 0 < t < 1 rozwazmy
funkcje fi(z) = f(tz). Wéwezas kazda z funkcji f; jest holomorficzna w zbiorze
{z € C:|z] < 1}, a ponadto f; — f jednostajnie na D, gdy ¢ — 1, co wynika
z jednostajnej ciagltosci f. Ponadto, kazda z funkcji f; moze by¢ jednostajnie
przyblizana wielomianami na DD, poniewaz ma ona w tym zbiorze rozwiniecie na
szereg potegowy. O

2.4 Uproszczony rachunek funkcyjny

Definicja 2.4.1. Niech A bedzie przemienng, zespolong algebra Banacha z
jedynka oraz niech f bedzie funkcja holomorficzna okreslong na zbiorze D C C.
Moéwimy, ze funkcja f dziala na element © € A, jesli o(x) C D i foZ € A.

Widzimy bez trudu, ze kazda funkcja catkowita dziala na dowolnym elemen-
cie algebry Banacha. Istotnie, jedli napiszemy

FO) =D anA",
n=0
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to podstawiajac za A dowolny element x algebry A otrzymamy szereg zbiezny
w algebrze A do pewnego elementu y, a ponadto

U(p) = ey) =D anp(a)" = f(e(x)) = f(@(p)).
n=0

Naszym celem jest rozszerzenie tego wyniku na wieksza klase funkcji.

Twierdzenie 2.4.2. Niech A bedzie przemienng, zespolong algebrq Banacha
z jedynkq i niech f bedzie funkcjg holomorficzng na zbiorze otwartym  C C.
Wéwczas funkcja f dziala na kazdy element x € A taki, ze o(x) C Q. Innymi
stowy, dla kazdego takiego elementu x € A istnieje y € A takie, Ze

e(y) = f(e(z)) dla kazdego ¢ € M(A) (2.3)

Dowdd. Niech = bedzie ustalonym elementem algebry A takim, ze o(z) C Q.
Poniewaz o(x) jest zwarte i skladowe zbioru Q pokrywaja to widmo, pokrywa je
réwniez skonczenie wiele sktadowych, czyli mozemy zaltozy¢, iz ) ma skonczenie
wiele skladowych. Odlegto$é zbioru o(z) od C\ Q jest dodatnia, wigc moze-
my dobraé¢ skoniczony uklad v;, i = 1,...,n prostowalnych lukéw zamknietych
ograniczajacych podzbiér otwarty Qo C  zawierajacy widmo o(x). Funkcja f
wyraza sie w zbiorze )y wzorem Cauchy’ego

1 « fx
f(f)—m;/%;_)fdx

Podstawiajac w miejsce zmiennej £ element x otrzymamy pewien element y
algebry A

1 n
y=5- S F)e—x)tdA.
k=

Calka ta jest okreslona, gdyz funkcja g(\) = f(A\)(Ae—z)~! jest ciagta na kazdej
krzywej . Mamy tez

o) =553 [ el —ar= oS [ I = s
k=1""k

2mi £ ) A — o(x)

przy kazdym ¢ € MM(A), gdyz krzywe v, otaczaja o(x) oraz p(x) € o(x). W ten
spos6b udowodniliémy relacje (2.3). O

Dzialanie jest zdefiniowane w terminach funkcjonaléw liniowo - multiplika-
tywnych (transformaty Gelfanda) elementu, a wiec jego wynik jest zdefiniowany
jednoznacznie z dokltadnoscia do elementéw nalezacych do radykatu.

Uwaga 2.4.3. Element y jest wyznaczony jednoznacznie przez element x po-
przez relacje (2.3) wtedy i tylko wtedy, gdy algebra jest péiprosta.
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Kazdy element bedacy wynikiem opisanego w Twierdzeniu 2.4.2 dzialania
bedziemy oznaczaé przez f(x). Metoda obliczania tego elementu zwana jest ra-
chunkiem funkcyjnym. Nalezaloby teraz zada¢ sobie pytania z serii: czy dobor
krzywych ~; jest istotny? Jakie sa wlasnosci odwzorowania z +— f(z)? Odpo-
wiedzia na nie zajmiemy sie pdzniej, a teraz przejdziemy do zastosowan.
Pierwsze z nich to uogdlnienie T'wierdzenia Wienera.

Twierdzenie 2.4.4 (Wiener-Levy). Niech g € A(T) oraz niech f bedzie funkcjq
holomorficzng w zbiorze otwartym zawierajgcym g(T). Wowezas f o g € A(T).

Dowéd. W dowodzie Twierdzenia Wienera uzasadniliSmy, ze o(g) = g(T) tak
wiec teza wynika z twierdzenia o rachunku funkcyjnym. O

Drugim (i na razie ostatnim) bedzie prosty dowdd klasycznego Twierdzenia
Rungego.

Twierdzenie 2.4.5 (Runge). Niech K bedzie zwartym podzbiorem plaszczyzny
zespolonej. Wowczas kazda funkcja analityczna w otoczeniu K moze byé aprok-
symowana jednostajnie na K za pomocq funkcji wymiernych z biegunami poza
K. Co wiecej, jesli S jest dowolnym podzbiorem dopelnienia K, ktory zawiera
przynagmniej jeden punkt z kazdej ograniczonej sktadowej dopelnienia K, to do
aproksymacji wystarczq funkcje wymierne o biegunach w S. W szczegdlnosci, je-
$li dopelnienie K jest spojne, to kazdg funkcje analityczng w otoczeniu K mozna
na K przyblizacé jednostajnie wielomianami.

Dowdd. Niech R(K) bedzie domknieta podalgebra C'(K') generowana przez funk-
cje wymierne o biegunach zawartych w zbiorze S. Funkcja identycznosciowa z
nalezy do R(K) i ma spektrum réwne zbiorowi K w C(K), bo (A — 2)~! nalezy
do C(K) wtedy i tylko wtedy, gdy A ¢ K. Z abstrakcyjnego twierdzenia Rungego

ma ona identyczne spektrum w R(K). Wezmy funkcje f - analityczna w otocze-

—

niu K i zadzialajmy nia na te funkcje. Wowcezas f(z2) € R(K) oraz f(z) = foZ

—~—

(z definicji dzialania). Oznacza to, ze dla kazdego ¢ € M(R(K)) zachodzi

Dla kazdego t € K mozemy okresli¢ ¢, € M(R(K)) wzorem

—_~—

ei(g) = g(t) dla g € R(K).
Zatem, dla kazdego t € K mamy
f(2)@) = fleu(2)) = f(D),
czyli f(z) = f, co koficzy dowdd pierwszej czesci. Jesli dopelnienie K jest spdjne,

to nie ma ograniczonych sktadowych dopelnienia K, wiec za S mozna wziaé zbior
pusty. O
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Rozdziat 3

Algebry Banacha z
inwolucja

3.1 Inwolucje

Definicja 3.1.1. Odwzorowanie = — x* 7z algebry zespolonej A w siebie nazy-
wamy inwolucja, jesli posiada ona nastepujace wlasnoéci dla wszystkich xz,y € A
oraz A € C.

(z+y) =2"+y",

(A\x)* = \z*,
(zy)* = y*a”,
¥ = .

Jesli dodatkowo A jest algebra Banacha, to pare skladajaca sie z A i inwolucji
nazywamy algebra Banacha z inwolucja (*-algebra Banacha).

Podamy kilka przyktadéw.

Przyklad 3.1.2. 1. Dla f € LY(T) okreélamy inwolucje wzorem f(t) =
f(=1).

2. Dla 1 € M(T) okreslamy inwolucje wzorem p(E) = u(—FE) dla E C T
borelowskich.

3. Dla f € Cy(X) okre§lamy inwolucje wzorem f(t) = f(t).

4. Dla T € B(H) okreslamy inwolucje jako operacje brania operatora sprze-
zZonego.

Uwaga 3.1.3. Jesli A jest *-algebra Banacha bez jedynki, to inwolucje mozemy
rozserzy¢ na A, nadajac jej strukture *-algebry Banacha za pomoca wzoru

(Ae+2z)* =Xe+z* dla A€ C oraz z € A.
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W oparciu o przyktad algebry B(H) wprowadzamy definicje elementéw o
szczegblnych wlasnosciach.

Definicja 3.1.4. Niech A bedzie *-algebra Banacha oraz = € A.

1. Jesli zachodzi x = z*, to element x nazywamy hermitowskim lub samo-
Sprzezonym.

2. Jedli zachodzi xz* = z*z, to element & nazywamy normalnym.

3. Jedli zachodzi xa* = x*x = e, to element x nazywamy unitarnym (zakla-
damy w tym punkcie, ze A ma jedynke)

Zacznijmy od prostego stwierdzenia.
Stwierdzenie 3.1.5. Jesli A jest algebrg Banacha z inwolucjg i x € A, to
1. z+ %, i(x — x*) oraz xz* sq¢ hermitowskie,

2. x ma jednoznaczne przedstawienie w postaci x = u + v, gdzie u,v € A sq
hermitowskie.

3. gdy A ma jedynke, to jest ona hermitowska,

4. x jest odwracalny w A wtedy i tylko wtedy, gdy x* jest odwracalny w A i
wéwczas ()~ = (x71)*.

5. \ € o(x) wtedy i tylko wtedy, gdy X € o(x*)

Dowdd. Czeé¢ 1. jest oczywista. Dla dowodu punktu 2. niech 2u = = 4 z* oraz
2v = i(z* —x). Woéwezas = u+iv jest zadanym przedstawieniem. Przypu$émy
teraz, ze = u’ + v’ dla pewnych hermitowskich v/, v’. Przyjmijmy w = v’ — v.
Wtedy zaréwno w, jak i iw sa hermitowskie, a wiec

w = (iw)* = —iw* = —iw,

czyli w = 0 i jednoznacznos¢ jest udowodniona. Ze wzgledu na réwnosé e* = ee*
punkt 1. pociaga za soba punkt 3. Cze$é¢ 4. wynika z czesci 3. oraz tozsamosci
(zy)* = y*z*. Ostatni punkt wynika teraz z czwartego zastosowanego do Ae —
x. O

Whprost z ostatniego punktu powyzszego stwierdzenia otrzymujemy przydat-
ny wniosek.

Whniosek 3.1.6. Jesli A jest *-algebrg Banacha, to dla kazdego x € A zachodzi
r(z) =r(z").

Nie zakladalidémy, ze rozwazana inwolucja jest ciagta. Okazuje sie, iz to za-
tozenie jest automatycznie spetnione, gdy nasza algebra jest przemienna i pét-
prosta.
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Stwierdzenie 3.1.7. Niech A bedzie przemienng, pélprostq algebrq Banacha.
Wowczas kazda inwolucja na A jest ciggla.

Dowdd. Niech || - || oznacza wyj$ciowa norme na A. Okreslmy nowa norme | - |
na algebrze A za pomoca wzoru |z| = ||z*||. Sprawdzamy bez trudu, ze jest to
norma podmultiplikatywna. Jesli z,, € A jest ciagiem Cauchy’ego w | - |, to
jest ciagiem Cauchy’ego w normie ||-||, a wigc ||z} —z|| — 0 dla pewnego x € A.
Wiynika stad, ze réwniez |z, — 2*| — 0, czyli (4,]-|) jest zupelna. Z Wniosku
2.2.10 wynika istnienie stalej ¢ > 0 o wlasnoéci

" = || < ¢llll],
co konczy dowod. O

Zobaczymy teraz, jak w teorii algebr z inwolucja mozna badaé¢ spektrum
elementu za pomoca pewnej przemiennej podalgebry.

Definicja 3.1.8. Niech A bedzie algebra Banacha z inwolucja. Zbiér S C A
nazwiemy normalnym, gdy S komutuje (kazde dwa element z S sa ze soba
przemienne) oraz x € S pociaga za soba z* € S.

Twierdzenie 3.1.9. Niech A bedzie *-algebrg Banacha z jedynkq, a B jej nor-
malnym podzbiorem, ktory jest maksymalny ze wzgledu na wlasnosé bycia nor-
malnym. Wowczas

1. B jest domknietq, przemienng podalgebrg A,
2. op(x) = oa(x) dla kazdego x € B.

Dowdéd. Najpierw proste kryterium nalezenia do B: jesli x € A jest normalny
oraz xy = yx dla kazdego y € B, to x € B. Rzeczywiscie, wtedy zy* = y*z dla
wszystkich y € B, bo zbiér B jest normalny i w zwiazku z tym tez z*y = yx*.
Wiynika stad, ze zbiér BU {z, z*} jest normalny, a maksymalno$é B uzasadnia,
iz x € B. W oparciu o to kryterium sprawdzamy bez trudu zamknieto$¢ B na
dodawanie i mnozenie, a takze posiadanie przez B jedynki, jest zatem B algebra
przemienng. Zatézmy, ze x, € B oraz x,, — x. Z zalozenia mamy x,y = yx,
dla wszystkich y € B, a wiec ciaglos¢ mnozenia daje xy = yx. Ponadto,
'y = (y'x)" = (zy")" = ya”.

W szczegdlnosci z*x,, = x,a*, co prowadzi do ¥z = xz*, czyli x € B na mocy
naszego kryterium. W ten sposéb zakonczyliSmy dowdd punktu 1.
Uzasadnienie drugiej czesci jest znacznie prostsze. Zalézmy, ze x € B oraz
z~! € A. Element z jest normalny, a wiec normalny jest takze ' i ponie-
waz = komutuje z kazdym y € B, robi to takze 2. Powolujac sie¢ ponownie na
poczatkowe kryterium dostajemy x~! € B, co koficzy dowdd. O

Zawezimy na koniec tego podrozdzialu nasze rozwazania do pewnych spe-
cjalnych klas *-algebr.
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Definicja 3.1.10. Niech A bedzie *-algebra Banacha. Powiemy, ze A jest alge-
bra:

1. symetryczna, gdy o(z*z) C Ry dla kazdego = € A,
2. hermitowska, gdy o(x) C R dla kazdego elementu hermitowskiego x € A.

Fakt 3.1.11. Jesli A jest symetryczng *-algebrg Banacha, to jest algebrg her-
mitowskq.

Dowdéd. Niech x € A bedzie elementem hermitowskim. Wéowczas
N:deo(2)} = o(x)? =o(2?) = o(x*z) C Ry,

gdzie druga rownos$é to najprostsza wersja twierdzenia spektralnego, ktora kaz-
dy moze wykazaé¢ samodzielnie. Aby zakonczy¢ dowdd wystarczy zauwazyé, ze
liczba zespolona A spelniajaca A2 > 0 musi byé liczbg rzeczywista. O

Prawdziwa jest réwniez implikacja przeciwna, ale jest to wynik daleki od
oczywistosci, ktorego nie bedziemy tutaj dowodzi¢. Zbadamy za to sytuacje
przemienny.

Twierdzenie 3.1.12. Niech A bedzie przemienng algebrg Banacha z inwolucjg.
Wowczas nastepujgce warunki sqg rownowazne.

1. A jest algebrg symetryczng.
2. A jest algebrg hermitowskq.

3. Transformacja Gelfanda jest *-homomorfizmem, czyli

o(x™) = (x) dla kazdego x € A oraz ¢ € M(A)

Dowdd. Tmplikacja 1.=2. zostala wykazana w Fakcie 3.1.11, wiec zajmiemy sie
wynikaniem 2.=3. Niech wigc & € A. Zapiszmy x w postaci x = u + v, gdzie
u,v € A sg hermitowskie jak w Stwierdzeniu 3.1.5. Wéwczas =* = u — v, a wiec
dla ¢ € M(A) zachodzi

p(x%) = p(u) —ip(v) = p(u) +ip(v) = p(z).
Implikacja 3.=1. jest natychmiastowa, gdyz na mocy zalozenia
p(z*z) = p(a*)p(z) = |p(z)|* > 0,

a spektrum jest obrazem transformaty Gelfanda elementu. O
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3.2 C*-algebry

Definicja 3.2.1. Niech A bedzie algebra Banacha z inwolucja. A nazywamy
C*-algebra, gdy spelniony jest warunek

|z*z|| = ||z||* dla wszystkich z € A.

Przyklad 3.2.2. Istnieja dokladnie dwa (z doktadnoscia do brania domknigtych-
* podalgebr) przyklady.

1. Co(X), gdzie X - przestrzen lokalnie zwarta,
2. B(H), gdzie H - przestrzen Hilberta.

Uzasadnimy dla porzadku, ze B(H) jest C*-algebra. Rzeczywiscie || T*T|| <
IT*IT|| = ||T||? oraz dla dowolnego x € H mamy

|Tz||> = (Tx, Tz) = (T*Tx,z) = (T*Tx, ) < |T*T||||=|>

Nie zakladamy, ze inwolucja na algebrze A jest ciagla. Jak sie jednak okazuje
w C*-algebrach ten warunek jest spelniony automatycznie.

Fakt 3.2.3. Niech A bedzie C*-algebrg. Wowczas inwolucja na A jest izometrig,
to znaczy zachodzi

[lz*|| = ||z|| dla wszystkich x € A

Dowdéd. Niech x € A. Z warunku C* oraz podmultiplikatywnosci normy dosta-
jemy
ll2]* = [Ja*]] < [le*]] - ||]],

czyli ||z|| < ||z*]|, co przez symetrie daje teze. O

W poprzednim podrozdziale pokazalismy jak rozserzy¢ inwolucje z algebry
bez jedynki na algebre z dolaczona jedynka (zobacz Uwage 3.1.3). Aby jednak
zachowaé¢ warunek C* nalezy postepowaé znacznie ostroznie;j.

Twierdzenie 3.2.4. Niech A bedzie C*-algebrg bez jedynki. Istnieje wowczas

norma || - |lo na Ae taka, Ze ||allo = |la|| dla © € A oraz (A, || - ||o) jest C*-
algebrg.
Dowdd. Niech || - || oznacza standardowa norme na A., tzn.

[la + Xe|| = ||a]| + |\| dla a € A oraz A € C.

Dla x € A, okreslmy operator liniowy L, : A — A wzorem L,(a) = za dla
a € A. Wéwcezas oczywiscie

1 Lzall <[] - [|all,
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a wiec L, jest ograniczony i ||Ly|| < ||z||. Uzasadnimy, ze ||z||o := ||Lg]|| jest
norma rozszerzajaca norme na A oraz czyniaca z A, C*-algebre. Zauwazmy na
poczatek, ze dla a € A mamy

1Za(a)] = llaa™|| = llall* = llall - [la*]]
Teraz
2all > N1 (7o ) 1l = lal
2 Y =1la
oAl 2 e T |
co w polaczeniu z poprzednia nieréwnoscia daje ||allo = ||Lq|| = ||a|| dla a € A,

a wiec funkcja x — ||z||g rozszerza norme z A. Podobnie jak na samym poczatku
naszego wykltadu (zobacz Twierdzenie 1.1.5) sprawdzamy, ze rozwazana funkcja
jest pélorma podmultiplikatywna na A.. Trzeba wykazaé, ze jest to norma.
Niech wiec x € A, spelnia L, = 0. W takim razie

x=0b+ Xe dla pewnychbe A, A€ C

ma wlasno$¢ xa = 0 dla kazdego a € A. Jedli A # 0, to z postaci x oraz
wymienionej wtasnosci dostajemy

1
a= (—)\b) a dla wszystkich a € A.

Zatem element u = —(%)b jest lewostronnag jedynka dla A. Skoro

*

v =wut = (wu*) = W) =u
to dla kazdego a € A mamy
au = au* = (ua®)* = (a*)* = q,

a stad u jest réwniez jedynka prawostronng dla A. Ta sprzeczno$é uzasadnia,
ze x = b € A, awiec z = 0, bo ||b|]| = ||Ls||, co wykazaliSémy wczesniej. Zu-
pelnoéci naszej normy mozemy dowodzi¢ tak samo jak w Twierdzeniu 1.1.5 lub
ograniczy¢ sie do uwagi, iz A jest zupelna oraz A./A jest jednowymiarowa.
Sprawdzimy teraz warunek C* na A.. Niech x € A, oraz a € A. Wowczas

1o (@)l = [Jzal|* = [|(za)* (za)|| = [la*(z"z)al| < [la*[|-[|La2(a)l] < [lal[*||La-q

Whioskujemy stad

121§ = ILal® < || Lo+ol| = llz*zllo < [ Lo+ || Lal] = [l2*[lollz[lo,  (3.1)
czyli
lzllo < 112" lo oraz |[2*lo < |12 Ilo = llzllo
a zatem ||x*||op = ||x||o. Ostatecznie dostajemy
llz*2llo < [l loll2llo = [l=I3,
co w polaczeniu z nieréwnoscig (3.1) konczy dowdd. O
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Przechodzimy teraz do kluczowego przypadku przemiennego.

Stwierdzenie 3.2.5. Niech A bedzie przemienng C*-algebrg. Wowczas A jest
algebrg symetryczng.

Dowdéd. W oparciu o poprzednie twierdzenie mozemy zalozy¢, ze A ma jedynke.
Ponadto, dzieki Twierdzeniu 3.1.11 wystarczy uzasadnié, iz A jest algebra her-
mitowska. Niech wiec € A bedzie elementem hermitowskim oraz ¢ € MM(A).
Musimy wykazaé¢ zdanie ¢(z) € R. Przyjmijmy z = z + ite dla t € R oraz
p(z) = a+ Pi, gdzie a, 8 € R. Przy tych oznaczeniach dostajemy

¢(2) = a+i(B+1t) oraz z2* = 2% + te,

a wiec
a® + (B +1)* = lo(2)* < |l2* = [l22"]] < ||=]|* +¢*.

Po wykonaniu redukcji dostajemy
o + 4% 426t < ||z||* dla wszystkich t € R,
a stad g = 0. O

Do dowodu Twierdzenia Gelfanda - Najmarka potrzebny nam bedzie jeszcze
jeden lemat.

Lemat 3.2.6. Niech A bedzie C*-algebrg oraz x € A elementem hermitowskim.
Woéwezas r(x) = ||z||.

Dowdéd. 7Z warunku C* dostajemy ||z||? = ||z*z|| = ||2?||]. Przez tatwa indukcje
uzyskujemy tozsamosé

] = 112"]],
z ktérej teza wynika w oparciu o wzér na promien spektralny. O

Czas na zapowiadane twierdzenie.

Twierdzenie 3.2.7 (Gelfand-Najmark). Niech A bedzie przemienng C*-algebrg.
Wéwczas transformacja Gelfanda jest izometrycznym *-izomorfizmem A na Co(9N(A)).

Dowdd. Korzystajac z Twierdzenia 3.1.11 oraz Stwierdzenia 3.2.5 widzimy, ze
transformacja Gelfanda jest *-homomorfizmem. Teraz, na mocy ostatniego le-
matu dla dowolnego = € A mamy

r(a*z) = [Jo*a|| = [«
Pamietajac, ze =7 otrzymujemy
~112 = TN * 2
12115 = [17Z]loc = [[(z*2)[ |00 = r(z"2) = [|]|".

Zatem transformacja Gelfanda jest izometria. W szczegélnosci A jest zupelna w
normie supremum, a stad domknieta w Co(90(A)). Ponadto A jest *-podalgebra
rozdzielajaca punkty, a wiec z Twierdzenia Stone’a-Weierstrassa jest gesta w
Co(9M(A)), co konczy dowod. O
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Pomimo swojego przemiennego charakteru Twierdzenie Gelfanda - Najmar-
ka wraz z Twierdzeniem 3.1.9 pozwala udowodni¢ wiele rezultatow dla nieprze-
miennych C*-algebr. Wprowadzimy najpierw definicje.

Definicja 3.2.8. W algebrze Banacha z inwolucja bedziemy pisa¢ x > 0, gdy
x = z* oraz o(x) C Ry (takie elementy nazywamy dodatnimi).

Potrzebujemy jeszcze jednego lematu technicznego.

Lemat 3.2.9. Niech A bedzie zespolong algebrq Banacha. Wowczas dla dowol-
nych x,y € A zachodzi

o(zy) U{0} = o(yz) U{0}.

Dowdd. Ze wzgledu na symetryczno$é tezy wystarczy uzasadnié, ze jezeli A ¢
o(xzy) U{0}, to A ¢ o(yx) U {0}. Rozwazamy oczywiscie tylko A # 0, wigc przez
podstawienie —A "'z za pierwotny element  sprowadzamy dowéd do wykazania,
iz. —1 ¢ o(zy) implikuje —1 ¢ o(yz). Réwnowaznie oznacza to wynikanie e +
xy € G(A) = e+ yx € G(A). Rozpatrzmy w tym celu element z € A okreslony
wzorem
z=c—yle+ay) ‘.
Sprawdzimy, ze jest to odwrotno$é¢ e + yz. Istotnie,

Iy — yle + xy)_lmyx =

z(e+yz) =e+yz—yle+ay)”
=et+yr—ylet+ay) tr—ylet+azy) etay—e)r=e,

jest wiec z lewa odwrotnoscia e + yx. Réwnosé (e + yx)z = e sprawdzamy
analogicznie. O

Twierdzenie 3.2.10. Kazda C*-algebra A ma nastepujgce wiasnosci:
1. Jest algebrg symetryczng (w szczegdlnosci hermitowskq).
2. Jesli x € A jest normalny, to r(z) = ||x|].
3. Jesliy € A, tor(yy*) = ||yl|*
4. Jesli u,v >0, tou+v > 0.
5. Jedliy € A, to e+ yy* jest odwracalny w A.

Dowdd. Jak poprzednio, mozemy zalozy¢, ze algebra A ma jedynke. Kazdy ele-
ment normalny z € A lezy w maksymalnym zbiorze normalnym B C A. Na mo-
cy Twierdzenia Gelfanda - Najmarka i Twierdzenia 3.1.9 zbiér B jest przemien-
ng C* algebra z jedynka, ktéra jest izometrycznie izomorficzna z B = C(9(B))
o dodatkowej wtasnosci

oa(z) = 2(M(B)) dla = € B. (3.2)

Jesli z = z*, to Twierdzenie Gelfanda - Najmarka prowadzi do wniosku, iz 7 jest
funkcja o wartosciach rzeczywistych, co dowodzi ostabionej wersji tezy punktu
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1. Dla kazdego normalnego @ réwnanie (3.2) implikuje 7(z) = ||#]|o, ale B i B
sa izometryczne, wiec r(x) = ||z||, co uzasadnia punkt 2. Jesli y € A, to yy*
jest hermitowski, a w wiec w szczegdlnosci normalny. Dowiedziony juz punkt 2.
daje
r(yy") = llyy* Il = |yl

czyli teze punktu 3. Niech teraz u, v beda jak w punkcie 4. Przyjmijmy « = ||ul,
B =1, w=u+0v,v=a+ . Wéwczas o(u) C [0,a], a stad o(ae —u) C
[0, ] (wprost z definicji spektrum), a wiec punkt 2. implikuje ||ae — u|| < a.
Analogiczne rozumowanie prowadzi do ||Be — v|| < 5. Zatem ||ye — w|| <
(nieréwnosé tréjkata). Skoro w = w*, to hermitowsko$é naszej algebry implikuje,
ze o(ye — w) jest rzeczywiste. Stad o(ye — w) C [—7,7]. Prowadzi to jednak
elementarnie do zawierania o(w) C [0,2v]. Zatem w > 0 i dow6éd punktu 4.
jest zakonczony. Przechodzimy do dowodu pelnej wersji punktu 1. Niech y €
A i przyjmijmy z = yy*. Woéwczas x jest hermitowski i wybierajac B jak na
poczatku dowodu Z jest funkcja o wartosciach rzeczywistych na 9t(B). Na mocy
réwnania (3.2) musimy udowodnié, ze # > 0. Skoro B = C(9M(B)), to istnieje
z € B spelniajacy

z = |Z| — T na M(B). (3.3)

Wéwezas z = z*, bo Z jest funkcja o wartodciach rzeczywistych. Przyjmijmy
zy = w = u+ v, gdzie u,v € A sa hermitowskie. Wtedy

ww* = zyy*2* = zaz = 2w (3.4)

i podobnie,
2

wrw = 2u? 4+ 20 —ww* = 2u? + 2% — .
Elementy u, v sa hermitowskie, wigc z poprzedniej czesci dowodu wiemy juz, ze
maja rzeczywiste spektra. Zatem u?, v? > 0. Z réwnania (3.3) wynika, ze 227 < 0
na M(B). Oczywiscie 22z € B, wiec —2z%x > 0. W ten sposéb zapisalismy w*w
w postaci sumy elementéw dodatnich, a wiec w*w > 0. Jednak z Lematu 3.2.9
o(ww*) C o(w*w) U {0}, co prowadzi do ww* > 0. Z réwnania (3.4) jest to
réwnowazne 222 > 0 na 9(B). Definicja elementu z (3.3) pokazuje, ze jest
to mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy & = |Z|. Oznacza to jednak T > 0, a
wiec dowdd tej czesdci jest zakonczony. Ostatni punkt tatwo wynika teraz z juz
udowodnionych, bo e4+yy* € B, a transformata Gelfanda elementu neutralnego
jest funkcja stale rowna 1. O

Mozemy teraz udowodni¢ wazny fakt, orzekajacy iz spektrum elementu w
C* - algebrze nie zmienia si¢ przy przechodzeniu do domknietych * - podalgebr
z jedynka.

Twierdzenie 3.2.11. Niech A bedzie C* - algebrq z jedynkq, a B domknietq *
- podalgebrg z jedynkq. Wowczas o 4(x) = op(z) dla kaidego x € B.

Dowéd. Niech x € B oraz € G(A). Wystarczy pokazaé, ze =1 € B. Skoro
x jest odwracalny w A, to odwracalne sa rowniez elementy z* oraz xx™, czyli
0 ¢ o4(xzx*). Z pierwszego punktu ostatniego twierdzenia wynika, ze o 4 (z2*) C
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R, a wiec o4 (zz*) ma spdjne dopelnienie w C. Wlasnosci spektrum prowadza
teraz do og(xz*) = oa(za*). Zatem (z2*)~! € Biwkoncuz~! = 2*(za*)~! €
B. O

Przechodzimy do cigglego rachunku funkcyjnego.

Twierdzenie 3.2.12. Niech A bedzie przemienng C* - algebrg z jedynkq, ktora
zawiera element x taki, Ze wielomiany od x i x* sq geste w A. Wowczas wzor

Uf=fox

zadage izometryczny * - izomorfizm WU z C(o(z)) na A. Ponadto, jesli f(A) = A
na o(x), to Uf =x.

Dowdd. Podstawowe informacje o transformacie Gelfanda implikuja, ze T jest
funkcja ciagla na 9MM(A), ktérej obrazem jest o(x). Zaldzmy, ze Z(v1) = Z(p2),
czyli p1(x) = pao(x). Z Twierdzenia Gelfanda - Najmarka dostajemy ¢ (z*) =
pao(x*). Jedli P jest wielomianem dwdch zmiennych, to dostajemy

p1(P(z,27)) = pa(P(z,27)).

Elementy tego typu sa z zalozenia geste w A, co prowadzi do rownosci ¢ = ps.
W ten sposéb uzasadniliSmy réznowartosciowos$¢ . Ze zwartosci M (A) wynika
teraz, ze I jest homeomorfizmem 9MM(A) na o(z). Odwzorowanie f +— f o T jest
zatem izometrycznym * - izomorfizmem C(o(x)) na C(9MM(A)). Kazda foZ jest
wobec Twierdzenia Gelfanda - Najmarka transformata Gelfanda jednoznacznie
wyznaczonego elementu, ktéry oznaczamy W f. Dodatkowo, wspomniane przed
chwila twierdzenie daje ||V f|| = ||f]lco. Ostatnia cze$¢ wynika stad, ze jesli
f(A) = A, to foZ =27 i definicja elementu ¥ f konczy nasze rozwazania. O

Jako wniosek otrzymamy twierdzenie o cigglym rachunku funkcyjnym dla
operatorow normalnych w przestrzeniach Hilberta.

Twierdzenie 3.2.13 (Ciagly rachunek funkcyjny dla operatoréw normalnych).
Niech T € B(H) bedzie operatorem normalnym oraz niech A bedzie najmniejszq
* - podalgebrq z jedynkq algebry B(H) zawierajgcqg operator T'. Wowczas kazdej
Junkcji f € C(op)(T)) mozna przyporzedkowac operator f(T) w ten sposdb,
ze

opm) (f(T)) = flopw)(T)).

Co wiecej przyporzadkowanie f +— f(T') jest izometrycznym *-izomorfizmem
C(opm)(T)) na algebre A C B(H).

Dowdd. 7 zalozenia A jest przemienng C* - algebra z jedynka, wiec mozna
do niej zastosowa¢ poprzednie twierdzenie. Wieksza czes¢ tezy wynika wprost
z niego - jedyne, co pozostaje do uzasadnienia to fakt, iz spektrum jest takie
samo w calej algebrze B(H). Wynika to jednak z Twierdzenia 3.2.11. O

Na koniec, oméwimy klasyczne zastosowanie twierdzenia Gelfanda - Najmar-
ka do topologii.
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Definicja 3.2.14. Niech X bedzie przestrzenia Hausdorffa. Pare (Y, 3) skla-
dajaca sie z przestrzeni zwartej Y oraz odwzorowania 8 : X — Y bedziemy
nazywaé uzwarceniem Cecha - Stone’a, jesli spelnione sa warunki:

1. B(X) jest geste w Y oraz 8 : X — S(X) jest homeomorfizmem.

2. Kazda f € Cp(X) rozszerza si¢ na Y, to znaczy, ze istnieje fe CY)o

wlasnosci f(B(z)) = f(x) dla kazdego x € X.
Oczywiscie f jest jednoznacznie wyznaczone, bo B(X) jest geste w Y.

Zalézmy na chwile, ze X posiada uzwarcenie Cecha-Stone’a (Y, ). Wowczas,
dla kazdego domknietego podzbioru F C X iz € X\ F istnieje f € Cp(X) takie,
ze flg = 0 oraz f(x) # 0. Rzeczywiscie, jesli C' jest domknietym podzbiorem
w Y oraz C N B(X) = B(E), to B(x) ¢ C iz lematu Urysohna znajdziemy
g € C(Y) o whasnosciach g(8(z)) # 0, glc = 0. Teraz, f = go 8 € Cp(X) ma
zadane wlasnosci. Nasze rozumowanie prowadzi do nastepujacej definicji.

Definicja 3.2.15. Przestrzen Hausdorffa X nazywamy przestrzenia catkowicie
regularna (przestrzenia Tichonowa, T} L ), gdy dla kazdego zbioru domknigtego

E C X oraz x € X \ F istnieje f € Cp(X) o wlasnosci f|g = 0 oraz f(z) # 0.

Mozemy juz przejs¢ do dowodu istnienia uzwarcenia Cecha - Stone’a prze-
strzeni catkowicie regularnej.

Twierdzenie 3.2.16. Niech X bedzie przestrzenig catkowicie reqularng i niech
Y = M(Cp(X)). Okreslmy 5 : X — Y jako B(x) = p,, gdzie ¢, to ewaluacja
funkcji z Cp(X) w punkcie x. Wéwczas (Y, 8) jest uzwarceniem Cecha - Stone’a
przestrzeni X .

Dowdd. Cp(X) jest przemienna C* - algebra z jedynka. Stad M(Cp (X)) jest
zwarte oraz transformacja Gelfanda jest izometrycznym * - izomorfizmem Cp(X)
na C(Y). Odwzorowanie § : X +— Y jest réznowartosciowe, bo dla réznych
punktéw x1,29 € X calkowita regularno$é X zapewnia istnienie f € Cg(X) o
wlasnosci

P, (f) = f(21) # f(22) = ¢a, (f)-
Drugi warunek z definicji uzwarcenia Cecha - Stone’a jest spelniony przez f = f,
bo z definicji f mamy

F(B(@)) = f() = u(f) = f(2)

dla wszystkich f € Cp(X) i ¢ € X. Pokazemy teraz, ze 8 : X — [(X) jest
homeomorfizmem. W tym celu wezmy 29 € X, e > 0, f1,...,fn € Cp(X) i
rozwazmy zbiory

<n}CX,

V=A{xeX:|filx)— filxo)| <e,1<i
1<i<n} Cp(X).

U= {Qam € ﬁ(X) : |90E(f1) - @zo(fl)l <g,
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Woéwezas V = 371(U) i V jest otwarte w X. Zbiory U stanowia baze topologii
na B(X) CY = M(Cp(X)). Stad 3 jest ciagle i aby pokazaé, ze jest otwarte
wystarczy uzasadnié, ze zbiory V stanowia baze topologii na X. Niech W bedzie
otwartym podzbiorem w X zawierajacym xg. Wowczas, skoro X jest calkowicie
regularna, to istnieje f € Cp(X) takie, ze f(zo) # 01 f[x\w = 0. Stad

zo € {w € X ¢ |f(z) — flzo)| <[f(z0)} CW.

Aby zakonczyé dowéd nalezy jeszeze wykazaé, ze 3(X) jest geste w Y. Zalézmy
przeciwnie, to znaczy istnieje g € C(Y'), g # 0, ale g|gx) = 0. Transformacja
Gelfanda przeksztatca Cp(X) na C(Y), wiec znajdziemy f € Cp(X) czyniace
zado$¢ réwnosci f = g. Wowczas

0=g(pz) = f(pz) = pu(f) = f(z)
dla wszystkich z € X. Ale f = 0 implikuje g = 0, co jest oczekiwana sprzecz-
noscia. O

3.3 Funkcjonaly dodatnie

Potrzebne nam bedzie w dalszym ciagu twierdzenie o istnieniu hermitowskich
pierwiastkow. Udowodnimy je w podrozdziale o rachunku funkcyjnym.

Twierdzenie 3.3.1. Przypusémy, Ze A jest przemienng algebrg Banacha z in-
wolucjg, x € A, x = x* i o(x) nie zawiera rzeczywistych A spelniajgcych A < 0.
Woéwczas istnieje y € A takie, Ze y = y* i y? = z.

Przyda nam sie rowniez nastepujacy lemat.

Lemat 3.3.2. Niech X bedzie przestrzenig Banacha i niech A, B bedg domknie-
tymi podprzestrzeniami liniowymi X takimi, ze X = A+ B. Wéwczas istnieje
stala v < oo o tej wlasnoséci, iz kazdy x € X ma przedstawienie w postaci
r=a+Db, gdziea € A, b € B oraz ||a|| + ||b]| < 7||z]|.

Dowdéd. Niech Y = A x B. Wprowadzmy w Y norme
[I(a, b)I| = [lal| + |[b]].

Poniewaz A i B sa zupelne, Y jest przestrzenia Banacha. Odwzorowanie T :
Y — X zadane wzorem

T(a,b) =a+b
jest ciagte, bo ||la + b|| < ||(a,b)|| i odwzorowuje Y na X. Teraz teza wynika w
standardowy sposéb z twierdzenia o odwzorowaniu otwartym. O

Czas na tytutows definicje.

Definicja 3.3.3. Funkcjonal dodatni na algebrze A z inwolucja to funkcjonal
liniowy (nie zakladamy ciaglosci) spelniajacy warunek

F(xz*) > 0 dla kazdego = € A.
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Podstawowe wlasnosci tych funkcjonaléw opisuje nastepne twierdzenie.

Twierdzenie 3.3.4. Kaidy dodatni funkcjonal F na * - algebrze Banacha A z
jedynkqg ma nastepujgce wlasnosci:

2
3
4. |F(z)| < F(e)r(x) dla kazdego normalnego x € A.
)

. F jest ograniczonym funkcjonatem liniowym na A. Co wiecej, ||F|| =
F(e), jesli A jest przemienna i ||F|| < B2 F(e), jesli inwolucja spelnia
llz*|| < Bl|z|| dla kazdego x € A.

Dowdd. Niech x,y € A. Przyjmijmy
p=F(za") q=F(y'y) r = Fzy") s = F(ya").
Skoro F[(z + ay)(z* + ay*)] > 0 dla kazdego a € C, to
p+ar+as+ |a?¢>0. (3.5)

Przy a = 1 otrzymujemy r + s € R, a wstawiajac o = ¢ dostajemy i(s —r) € R.
Stad s = 7. Kladac y = e konczymy dowdd punktu 1. Jesli » = 0, to punkt 2.
jest oczywisty. Gdy r # 0, weZzmy o = % gdzie t € R w (3.5). Otrzymujemy
wtedy nieréwnosé
p+2t|r|+qt* >0dlateR.

Zatem wyréznik réwnania jest niedodatni, czyli |r|? < pqg, co jest teza punktu 2..
Ze wzgledu na réwnos¢ ee® = e, pierwsza polowa punktu 3. wynika z punktu 2.
Aby udowodnié czesé druga wybierzmy ¢ > r(zaz*). Wowczas o(te — zz™*) lezy w
otwartej prawej polplaszczyznie. Z Twierdzenia 3.3.1 istnieje u € A spelniajace
u = u* takie, ze u? = te — za*. Stad

tF(e) — F(zz*) = F(u?) > 0.
Skoro t jest dowolna liczba o wlasnosci ¢ > r(xza*) dostajemy
F(za™) < F(e)r(za®),
czyli punkt 3. Jesli z jest normalny, to o(za*) C o(z)o(x*), a wigc
r(zx®) < r(x)r(z*) = r(z)?.
W ten sposéb punkt 4. wynika z 3. Gdy A jest przemienna kazdy element jest

normalny i 4. implikuje ||F|| = F(e). Jedli zas ||z*|| < B]|z]|, to z 3. otrzymujemy
|F(z)| < F(e)B2||z]|, bo r(zz*) < ||z|||z*||. W ten sposéb udowodnilismy
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szczegblne przypadki 5. Na mocy czedci 3. F(e) > 01 F(x) = 0 dla kazdego
x € A, gdy F(e) = 0. Bedziemy dalej, bez straty ogdlnosci zakladaé, ze

F(e) =1.

Niech H bedzie zbiorem wszystkich elementéw hermitowskich algebry A. Wéw-
czas H oraz iH s rzeczywistymi przestrzeniami liniowymi oraz A = H +iH. 7Z
punktu 4. wynika, iz I’ ograniczone do H jest rzeczywistym funkcjonatem linio-
wym o normie 1, a wiec rozszerza sie on do rzeczywistego funkcjonalu liniowego
® na H o normie 1. Uzasadnimy teraz, ze

d(y)=0dlay e HNiH. (3.6)
Rzeczywiscie, jesli

y = lim w, = lim (iv,) dla u,,v, € H,
n—od n—oo

2
n

to u2 — y? oraz v2 — —y?. Teraz punkty 3. i 4. implikuja

|F (un)|* < F(up) < F(up +vp) < lup + vz — 0.

n

Jednak
®(y) = lim F(un),

n—oo

co dowodzi (3.6). Istnieje stala v < oo (korzystamy z Lematu 3.3.2) taka, ze
kazdy x € A ma przedstawienie

x =2y +iwy, v1 € H, xa € H, ||z1]| + |22 <7ll2]l.

Jedli x = u+iv, gdzie w € H, v € H, to x; —u oraz x5 — v leza w H NiH. Stad
(3.6) daje
F(z) = F(u) +iF(v) = ®(x1) + i®(x2),

a wiec ostatecznie
[F(2)] < [®(1)] + [@(22)] < [lza]| + |2l < yllz]]-
O

Kolejne twierdzenie dostarczy wielu przykladéw funkcjonaléw dodatnich.
Jako szczegblny przypadek zawiera ono klasyczne twierdzenie Bochnera o funk-
cjach dodatnio okreélonych.

Twierdzenie 3.3.5. Niech A bedzie symetryczng, przemienng * - algebrg Ba-
nacha z jedynkq i niech K bedzie zbiorem wszystkich dodatnich funkcjonaléw
na A, ktdre spelniajg warunek F(e) < 1. Oznaczmy ponadto przez M zbidr do-
datnich miar borelowskich na M(A), o normie nie przekraczajgcej 1. Wéwczas
wzor

F(z) = / Tdp e A
M(A)
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ustala wzajemnie jednoznaczng odpowiedniosé pomiedzy zbiorami wypuktymi K
1 M, ktora przeprowadza punkty ekstremalne na punkty ekstremalne. W szcze-
golnosci, funkcjonaly liniowo - multiplikatywne na A sq¢ wszystkimi punktams
ekstremalnymi K.

Dowdd. Jedli p € M i F jest zadane tak jak w twierdzeniu, to pamietajac, ze
ro* = |7]? otrzymujemy

F(za™) = / |1Z|2dp > 0,
IM(A)

a ponadto F(e) = u(M(A)) < 1, czyli F € K. Jesli F € K, to F znika na
radykale A na mocy punktu 4. Twierdzenia 3.3.4. Okreslmy funkcjonal F' na A
wzorem F(Z) = F(x) dla z € A. Wtedy,

|F(@)| = |F(2)] < Fle)r(x) = F(e)||@]oo,

gdzie w dowodzie drugiej nieréwnosci uzylismy punktu 4. Twierdzenia 3.3.4.
Wynika stad, ze F' jest funkcjonalem liniowym cigglym o normie F'(e) na A C
C(M(A)). Rozszerza sie on do funkcjonalu na C(9M(A)), a wiec twierdzenie
Riesza zapewnia istnienie regularnej miary borelowskiej p takiej, ze ||u|| = F(e),
spelniajacej teze twierdzenia. Ponadto,

J(O(A)) = / 2y = F(e) = |lul]

czylip > 01 p € M. Z zalozenia A jest gesta w C(9(A)) (twierdzenie Stone’a -
Weierstrassa), dzigki czemu p jest jednoznacznie wyznaczona przez F. Jednym
z punktéw ekstremalnych M jest 0, a pozostale sa deltami Diraca w punktach
p € M(A). Kazdy funkcjonal liniowo - multiplikatywny ma postaé z — Z(p)
dla pewnego ¢ € M(A), co konczy dowdd. O

Na koniec tego podrozdziatu zobaczymy, ze punkty ekstremalne K sa mul-
tiplikatywne bez zatozenia symetrii algebry.

Twierdzenie 3.3.6. Niech K bedzie zbiorem wszystkich funkcjonalow dodatnich
F na przemiennej * - algebrze Banacha z jedynka, ktére speiniajq F(e) < 1. Jesli
F e K, to kazda z ponizszych trzech wlasnosci implikuje dwie pozostate

1. F(axy) = F(x)F(y) dla wszystkich x,y € A.
2. F(xz*) = F(x)F(x*) dla kazdego x € A.
3. F jest punktem ekstremalnym K.

Dowdd. Jest jasne, ze punkt 1. implikuje 2. Zalézmy, iz 2. zachodzi. Wstawiajac
x = e otrzymujemy F(e) = F(e)?, czyli F(e) =0 lub F(e) = 1. Jedli F(e) =0,
to F = 0 ze wzgledu na punkt 3. Twierdzenia 3.3.4, a wiec F jest punktem
ekstremalnym K. Przyjmijmy F'(e) =11 2F = F} + F5 dla F}, F» € K. Musimy
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wykazaé, ze Fy = Fy. Oczywiscie Fi(e) =1 = F(e). Jedli € A spelnia F(z) =
0, to
|Fy(2)]? < Fy(z2*) < 2F (x2*) = 2F (2)F(z*) = 0,

dzieki punktowi 2. Twierdzenia 3.3.4. Stad F; pokrywa si¢ z F' na jadrze F' oraz
w e, co prowadzi do F; = F' i konczy dowdd tej implikacji. Na koniec, niech
F bedzie punktem ekstremalnym K. Gdy F(e) = 0 ponownie otrzymujemy
F = 0 i koniczymy rozumowanie. W przeciwnym wypadku musi byé F(e) = 1
(inaczej mieliby$my rozklad 2F(e) = Ay + A2, 0 < A1, Ao < 1, A\ # Ao, ktéry
latwo prowadzi do sprzecznosci z ekstremalnoscia F'). Udowodnimy najpierw
szczegblny przypadek 1., a mianowicie

F(zz*y) = F(axz™)F(y) dla z,y € A. (3.7

Wybierzmy z tak, aby ||za*|| < 1. Korzystajac z Twierdzenia 3.3.1 istnieje
2z € A, z = z* spelniajace 22 = e — zx*. Zdefiniujmy

®(y) = F(zxz™y) dlay € A.

Wéwcezas
d(yy*) = F(zz™yy*) = Fl(zy)(zy)*] > 0
(F = ®)(yy*) = Fl(e — aa*)yy*] = F(2*yy*) = Fl(yz)(y2)*] > 0.

Ponadto
0< ®(e) = F(zz™) < F(e)||zz™|] < 1.

Zatem ® oraz F' — ® leza w K. Tak jak wczesniej, gdy ®(e) = 0, to ® =0 i
F =0. Jedli ®(e) > 0, to

0} F—®
O AR T W Y5

a wiec F jest kombinacja wypukla elementow K. Z ekstremalnosci F' uzyskujemy

F=o(e)-

b =d(e)F.

Teraz réwnanie (3.7) wynika z definicji ®. Aby zobaczy¢, ze wynika stad punkt

1. wykazemy tozsamo$¢ pomocnicza. Niech w = exp(%), x € Aoraz z, =
e+ w Px. Wowcezas, dla n = 3,4, ... zachodzi
1 n
Tr=— WPz, .
- > WPz (3.8)
p=1
Istotnie,

wlzpzy = wP(e+w Pz)(e + wPr") =wPe+ 2 + WPz + WP,
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Ponadto w™ =1, a wiec 1+w+...+w” ! = 01 podobnie wstawiajac 2n zamiast
n, co prowadzi do
n n
Y3 o
p=1 p=1

konczac uzasadnienie réwnania (3.8). Punkt 1. dostajemy teraz bez trudu, bo

1 n . 1 n .
F(zy)=F (n Z(szpzp)y> =0 ZWPF(Zpry) =
p=1

p=1

% Y WPF(zpz)Fy) = F(a)F(y).
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Rozdziatl 4

Brzeg Szylowa i Rachunek
Funkcyjny

4.1 Brzeg Szylowa

Definicja 4.1.1. Niech X bedzie zbiorem, a F' rodzing ograniczonych funkcji
zespolonych na X . Podzbiér R C X nazwiemy brzegiem dla F', gdy dla kazdego
f € F istnieje y € R taki, ze

|f(y)| = sup | f(z)].

reX

Twierdzenie 4.1.2. Niech X bedzie lokalnie zwartg przestrzenig Hausdorffa
i zaldzmy, ze A jest podalgebrg Co(X), ktora silnie rozdziela punkty. Wowczas
przeciecie wszystkich domknietych brzegow dla A jest réwniez brzegiem dla A.

Dowdéd. Niech R oznacza zbiér wszystkich domknigtych brzegéw dla A. Oczy-
wiscie R jest niepusty, bo X € R. Wprowadzamy czeSciowy porzadek na R
ktadac

Ri > Ry & Ry CRs.

Chcemy zastosowaé lemat Kuratowskiego - Zorna do R. Niech wiec {Ry : A € A}
bedzie liniowo uporzadkowanym podzbiorem R i przyjmijmy

R=[){Rx:AeA}.

Aby pokazaé, ze R jest réwniez brzegiem dla A rozwazmy, dla dowolnego f € A,
f # 0 zbidr

Xy={z e X :[f(@)]=Ilfllc}
Wowczas X jest niepusty i zwarty, bo f # 0 znika w nieskoficzonosci. Teraz,
dla kazdego A € A mamy RyxNXy # 0, bo Ry jest brzegiem. Rodzina { RxN Xy :
A € A} jest liniowo uporzadkowana i sklada sie ze zwartych podzbioréw X, wiec
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ma wlasnosé skoniczonych przecieé (przeciecie skonczenie wielu elementéw jest
niepuste). Ze zwartosci X wynika teraz, ze

RN Xy = [(RxNXy) #0,
AEA

czyli istnieje « € R speliajace |f(x)] = ||f||co, & zatem R jest brzegiem dla A.
Z lematu Kuratowskiego - Zorna dostajemy element maksymalny Ry. Nalezy
wykazaé, iz Ry C R dla kazdego R € R. Zalézmy przeciwnie, to znaczy Ry ¢ R
dla pewnego R € R. Ustalmy xo € Ry \ R i wybierzmy otoczenie U punktu xg
takie, ze U N R = (). Topologia na X zgadza sie ze stabg topologia indukowana
przez A, wiec mozna zalozy¢ nastepujaca postaé U

U:U(l'(),fl,...7fm,€) :{ZL'€X : |fj($)—fj(x0)| <edlal <]<TL},

gdzie 0 < € < 1 oraz fi,..., fm € A. Co wiecej, mozna zalozyé, ze |f;(x) —
fi(xo)| < 1 dla wszystkich € X oraz 1 < j < m. Istotnie, skoro A C Cy(X),
to

M =sup{|f;(z) — fij(zo)| :x € X, 1 <j<m} < oo,
a wiec zamieniajac f; na h; = f—J\} w przypadku, gdy M > 1 dostajemy funkcje
spelniajace powyzsze zalozenia i réwniez

S
U(x07h17"'7hma M) - U(anflw"vf’mvs)'

Dalej, Ry jest elementem maksymalnym dla R, wiec zbiér Rg \ U nie moze byé
brzegiem. Zatem istnieje f € A o wlasnosci |f(y)| < ||fllec dla y € Ry \ U.
Oczywidcie mozna zalozy¢, ze ||f|lcc = 1, a wiec |f(y)] < 1 dlay € Ry \ U, a
stad skoro f € Cy(X) dostajemy

sup{[f(y)| : y € Ro \ U} < L.

Wybierzmy k € N takie, ze |f(y)|¥ < e dla wszystkich y € Ry \ U i przyjmijmy
g = f¥. Wtedy ||g||sc =11 dla wszystkich € U mamy

lg(2) f5(x) — g(@) f;(z0)| < |lglloclf5(x) — fi(xo)| <e.
Podobnie, dla y € R \ U mamy
l9W)fi(y) — 9() fi(zo)l = 9| - 1fi(y) — fi(zo)| <e.
Skoro Ry jest brzegiem te oszacowania daja
lgf; — fi(zo)gll <€

j < m. Z drugiej strony, R réwniez jest brzegiem, wiec 1 = ||g||coc =
a pewnego ¢ € R. Wynika stad, ze

fi(2) = fi(xo)| = lg(2) f5(x) = g(z) f; (wo)| <&

dla wszystkich j. Uzasadniliémy, ze © € U, co przeczy zalozeniu U N R = () i
konczy dowdd. U
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Definicja 4.1.3. Niech X bedzie lokalnie zwarta przestrzeniag Hausdorffa i A
podalgebra Cy(X), ktéra silnie rozdziela punkty X. Wéwezas przeciecie wszyst-
kich brzegéw dla A, ktére jest brzegiem na mocy poprzedniego twierdzenia,
nazywamy brzegiem Szylowa A i oznaczamy 9(A).

Whniosek 4.1.4. Punkt © € X nalezy do 0(A) wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego otoczenia U punktu x istnieje f € A takie, Ze

flx\wlles <IIflulle

Dowdd. Niech najpierw z € X \ 9(A). Wtedy U = X \ 9(A) jest otwartym
otoczeniem z, wigc dla wszystkich f € A mamy

||f‘U||oo < Hf”oo = ||f|8(A)||oo = ||f|X\UH00~

Na odwr6t, niech « € 9(A) 1 zalézmy, ze istnieje otwarte otoczenie U punktu x
takie, ze
[ flollos < [Iflx\vlloe dla wszystkich f € A.

Wtedy X \U jest brzegiem dla A, a wiec 9(A) C X \U, co przeczy x € 9(A). O

Podamy teraz kilka przykladow, ktorych szczegdlowe przeliczenie pozosta-
wimy jako ¢wiczenie.

Przyktad 4.1.5. 1. Niech X bedzie przestrzenia lokalnie zwarta. Wéowczas
d(Co(X)) = X.

2. Niech X bedzie zwartym podzbiorem C. Wéwczas d(R(X)) = 9(X).

3. Niech X bedzie zwartym podzbiorem C. Wéwczas O(P(X)) jest réwne
topologicznemu brzegowi nieograniczonej sktadowej C\ X.

Definicja 4.1.6. Niech A bedzie przemienna, zespolong algebra Banacha i I' :
A — Co(M(A)) transformacja Gelfanda. Podzbiér R C M(A) jest brzegiem
dla A, gdy jest brzegiem dla AW szczegolnosci 8(21\) jest nazywane brzegiem
Szylowa A i oznaczane przez 9(A).

Poréwnujac ogdlng definicje brzegu Szylowa z definicja brzegu Szylowa alge-
bry Banacha da si¢ wyczué pewien niewielki zgrzyt. Niech mianowicie A bedzie
domknietg podalgebra Co(X). Trzymajac sie literalnie przyjetych konwencji po-
winni$my rozrézniaé brzegi A jako rodziny funkcji na X i brzegi dla algebry Ba-
nacha A, czyli brzegi I'(A) C Co(M(A)). Zobaczymy za chwile, ze przy bardzo
naturalnych zalozeniach oba te brzegi sa w sposéb kanoniczny homeomorficzne.

Uwaga 4.1.7. Niech A bedzie domknieta podalgebra Cy(X), ktéra silnie ro-
dziela punkty X. Wéwczas kazdy brzeg dla A C Cp(X) jest brzegiem dla I'(A).
Jedli naturalne wlozenie ¢ : X — IM(A) zadane wzorem ¢(x) = ., gdzie
v(f) = f(z) dla f € A ma domkniety obraz, to jest ono homeomorfizmem

takim, ze ¢p(A(A)) = A(IT(A)).
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Dowdd. ¢ jest homeomorfizmem X na ¢(X) C 9MM(A), bo topologia na X po-
krywa sie ze staba topologia zadang przez funkcje z A. Co wiecej, dla kazdego
podzbioru Y C X,

vl = sup [£(y)] = sup [y (F)] = | Flsv)loo-
yeyY yey

Zatem, kazdy brzeg dla A C Cy(X) jest brzegiem dla I'(A). W szczegdlnosci,
jesli ¢(X) jest domkniete w M(A), to ¢((A)) = I(I'(A)). O

Fakt 4.1.8. Jesli A jest algebrg Banacha bez jedynki, to O(A) = 0(A) NM(A).

Dowdd. Niech ¢ € 0(A) i niech U bedzie otwartym otoczeniem ¢ w M(A). Z
Whiosku 4.1.4 istnieje x € A takie, ze

IZlu oo > lIZlamcanvlloo-

Skoro Z(¢ao) = 0, to U jest otwartym otoczeniem ¢ w M(A,) i ponownie korzy-
stajac z tego samego wniosku otrzymujemy ¢ € 9(A.). Na odwrdt, wystarczy
przypomnieé sobie, iz T(po) = 0 dla wszystkich z € A, wiec d(A.) N M(A) C
d(A). O

Twierdzenie 4.1.9. Niech A bedzie przemienng algebrqg Banacha, a B jej do-
mknietq podalgebrg. Wowczas kazde ¢ € O(B) rozszerza sie do elementu DM(A).

Dowdd. Udowodnimy to twierdzenie najpierw przy zalozeniu, ze zaréwno A jak
i jej podalgebra B maja te sama jedynke e. Niech ¢ € 9(B) i zalézmy, ze
keryp C kery dla pewnego ¢ € 9M(A). Wéwczas B N kery = kerp, bo kerp ma
kowymiar jeden w B, co prowadzi do rozktadu B = kery + lin{e}, a oczywiscie
e € B\ kertyp. Zatem ker(¢|g) = kerp, co w polaczeniu z ¢(e) = 1 = p(e) daje
| = . Przechodzimy teraz do trudniejszej czesci dowodu - trzeba wskazad
stosowne 9. Dazac do sprzecznodci zaldézmy wiec, ze kerp ¢ M dla kazdego
M € Max(A). Niech I oznacza ideal A generowany przez kery, czyli

I = {Zaibi ta; € Ayb; € kerp,n € N} .
i=1
Wéwezas I = A, bo inaczej kerp C I € M dla pewnego M € Max(A). Niech
e= Z a;b; dla pewnych a; € A oraz b; € kery.
i=1

Dzielac wszystkie a; przez odpowiednie skalary mozemy zalozyé, ze ||(;;Hoo <1
dla wszystkich i. Wybierzmy teraz liczbe dodatnia R spelniajaca

> a; .
R> fg?gn l@i]| oo
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Zdefiniujmy teraz otoczenie p w M(B) jako

U= {wesm(B) 0b(bs) — p(bi)] < ﬁ d1a1<i<n} -

_{wem(B):|1/)(bi)|<271Rd1a1<i<n}.

Skoro ¢ € 9(B), to z Wniosku 4.1.4 istnieje x € B, dla ktérego
[[Zlommy\vlloo < IZlullec < 1Z]|o0- (4.1)

Istnieje wiec m € N takie, ze element y = (||z]|!z)™ spelnia

[Gllso = 1 oraz [$(y)| < = dla § € M(B)\ U

2nR
(druga nieréwno$¢ wynika stad, ze y spelnia te sama nieréwnosé (4.1), co z, a
jest ona ostral). To pociaga za soba dla ¥ € M(B) \ U i kazdego i =1,...,n
~ 1
DB < IRl @] < 5
Podobnie, dla ¢ € U,
—~ 1
0] < [Fllseli(b)] < 5z

Laczac te dwie nieréwnosci i pamietajac, ze

n
y=yy ab
i=1

uzyskujemy
1=[7llec <Y _ll@illsc sup [n(y)n(b:)| <
i=1 neEM(A)
n R n 1
<D _lldillee sup [p(y)Yb) <RY . sup [y < 5.
i=1 YeM(B) ST WEM(B)

Ta sprzeczno$¢ dowodzi, iz kerp C kery) dla pewnego ¢ € 9MM(A), co konczy ro-
zumowanie w przypadku, gdy obie algebry maja wspélna jedynke. W przypadku
og6lnym rozwazamy A. oraz B.. Pamietajac, iz 9(B) C 9(B.) kazdy element
© € J(B) rozszerza sie do pewnego 1 € M(A,). Nie moze by¢ to jednak funk-
cjonal 1., gdyz zeruje sie on na A, a w szczegblnosci na B. O

Udowodnimy teraz twierdzenie analogiczne to Twierdzenia Rouchego z teorii
funkcji analitycznych.
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Twierdzenie 4.1.10. Niech A bedzie przemienng, zespolong algebrq Banacha
z jedynkq i zalozmy, zZe pewne elementy x,y € A spelniajq

Z(p) — y(p)| < |z(p)]

dla wszystkich p € O(A). Wowczas x jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy y
jest odwracalny.

Dowdd. Brzeg Szytowa 0(A) jest zwartym podzbiorem 9 (A), a funkcja

o = 12(p)] — 12(p) — Y(9)|

jest ciagla, wiec zalozenia twierdzenia implikuja, ze

c= i Azl -I2e) - v} >0

Wybierzmy n € N o wlasnosci ne > r(x — y) i rozwazmy ciag
ne, (n—z+y,...,(n —k)x+ky,...,ny

elementéw A. Przypu$émy, ze teza naszego twierdzenia jest falszywa, czyli albo
nx € G(A) i ny ¢ G(A), albo nx ¢ G(A) oraz ny € G(A). Dodatkowo, zaldz-
my iz odwracalnos¢ dowolnego elementu ciagu implikuje odwracalno$é¢ wyrazu
poprzedniego i nastepnego (jesli istnieja). Wtedy jednak nax € G(A) pociaga
za soba ny € G(A) i na odwrét, co przeczy wezesniejszym obostrzeniom, wiec
istnieje 0 < k < n, dla ktérego element (n — k)x + ky jest odwracalny, ale wy-
raz poprzedni lub wyraz nastepny nie jest odwracalny. Polézmy [ = k — 1, gdy
0 < k < noraz
(n— (k= 1)z + (k — 1)y ¢ G(A),

a w pozostalych przypadkach niech | = k + 1. Przy takim wyborze element
(n — )x + ly nie jest odwracalny, wiec istnieje o € M(A) taki, ze

wo((n—1Nx+1y)=0.
Niech z = ((n — k)x + ky)~*. Stad
rx—y) <ne=_inf {nfz(p)l - nfzle) - vle)}

< oo Anle(e)l — klzle) = glo)ly < nf in2(p) = k(@(p) — 5(p))]

1 -1
= inf [Z(o)| " = sup ||| = sup [Ev)|]| =
©€I(A) ped(A) PEM(A)

= c,aeisralzf(A) Z2(p)| " < [nZ(e0) — k(Z(0) — Yls0))| =

[nZ(po) — k(Z(po) — U(po)) — (n — 1)Z(po) — ly(po)| =
= |(l = k)Z(po) + (k = Dy(wo)| = |Z(v0) — ¥(wo)| < 7(z —y).

Jest to sprzeczno$é¢ dowodzaca tezy twierdzenia. O
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Nastepne twierdzenie poda relacje taczaca topologiczny brzeg spektrum ele-
mentu oraz obraz brzegu Szylowa przy transformacie Gelfanda.

Twierdzenie 4.1.11. Niech A bedzie przemienng, zespolong algebrq Banacha

oraz v € A. Wéwczas
d(o(z)) C Z(0(A))U{0}.
Jesli A ma jedynke, to O(o(x)) C Z(9(A)).

Dowdéd. Rozwazmy najpierw przypadek, gdy A ma jedynke i wezmy x € A.
Wéwezas 0(A) C M(A) jest zbiorem zwartym, wiec z ciaglodei transformaty
Gelfanda Z(9(A)) jest zwartym podzbiorem C. Zatem jesli Ao ¢ Z(9(A)), to dla
pewnego § > 0 mamy
min |Z(p) — Ag| > 4.
min [3(¢) ~ Aol

Gdyby, wbrew tezie, A\g € 9(c(x)), to istnialaby liczba zespolona A\; ¢ o(x)
taka, ze [Ag — A1| < 6. Dla dowolnego ¢ € 9(A) zachodzi wigc

~ 1)
l‘((p)—)\0|—|)\0—)\1|>(5—*:*.

(o) — M| >
Z() 1] 579

Przyjmijmy y = (z — A1e) ! i zauwazmy, ze

-
(p) — M

Dla pewnego ¢ € M(A) jest jednak Z(pg) = Ag, co prowadzi do

r(y) = max

-1

2

= in |Z(p) — A <=

e (L, 150 - nl) <3

ped(A

—~ _ 2
r(y) = (o) = [Ao — A1| 7" > 3

Przeczy to poprzedniemu oszacowaniu i dowodzi twierdzenia, gdy algebra A ma
jedynke. W ogélnym przypadku rozwazamy algebre z dolaczong jedynka A.. Z
udowodnionej czesci tezy dostajemy

9(a(z)) C Z(9(Ac)) C Z(9(A) U{pc}) = 2(0(A)) U{0},
gdzie w ostatnim zawieraniu positkowaliS$my si¢ Faktem 4.1.8. O
Zobaczymy teraz rezultat o charakterze ilo$ciowym.

Twierdzenie 4.1.12. Niech A bedzie zespolong, przemienng algebrq Banacha
i zaldimy, ze O(A) # M(A). Wowczas I(A) sklada sie z nieskoriczenie wielu
punktow.

Dowdéd. Niech p,1 € M(A). Pokazemy, ze istnieje a € A o wlasnosci a(p) # 0
oraz a(1) = 0 (to jest latwe, jesli algebra ma jedynke!). Niech z € A bedzie
taki, ze Z(p) # Z(). Jesli Z(¢) = 0, to znalezliémy odpowiedni element. W
przypadku, gdy Z(¢) # 0 mozemy zalozyé, ze () = 1, a wiec Z(p) # 1.
Jezeli dodatkowo Z(p) # 0, to kladac a = z — 22 mamy a(y)) = 0 oraz a(p) =
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Z()(1 — Z(¢)) # 0. Pozostaje przypadek Z(¢) = 0 oraz Z(¢)) = 1. Wybierzmy
wiec y € A o wlasnosciach y(p) # 0. Jesli g(¢) = 0, to mozemy przyjaé a = y.
W przeciwnym wypadku, niech a = x — 9 (y) ~ly. Wéwezas @(¢)) = 0 oraz

a(p) = T(p) — J() " 'hle) = =) " Y(p) # 0.

Teraz, niech ¢1,. .., @, bedzie skonczonym podzbiorem 9(A) i wybierzmy ¢ €
M(A) \ (A). Dla kazdego i = 1,...,n istnieje a; € A takie, ze a;(¢) # 0

oraz G;(v;) = 0. Niech a = ay - ... - a,. Wowczas a(p) # 0 oraz a(p;) = 0 dla
wszystkich ¢ = 1,...,n. Zatem zbiér ¢, ..., ¢, nie moze wyczerpywaé calego
0(A), a stad musi ono by¢ nieskonczone. O

Otrzymujemy stad prosty wniosek.
Whiosek 4.1.13. Jesli 0(A) jest skoriczone, to M(A) = 0(A).

W pewnych klasach algebr réwnosé 9(A) = M(A) jest spelniona automa-
tycznie. Przyklad takiej klasy zobaczymy w najblizszej uwadze.

Uwaga 4.1.14. Niech A bedzie przemienng, symetryczng algebrg Banacha z
inwolucja. Wéwczas 9(A) = M(A).

Dowdd. 7 twierdzenia Stone’a - Weierstrassa uzyskujemy z latwoscia gestosé
obrazu transformacji Gelfanda w Co(9(A)). Stad teza uwagi wynika juz bez
trudu, gdyz 0(Co(M(A))) = M(A), a kazdy element z Co(9M(A)) mozemy jed-
nostajnie przyblizy¢ transformata Gelfanda pewnego elementu algebry. O

4.2 Rachunek funkcyjny jednej zmiennej

Niech K bedzie zwartym podzbiorem otwartego zbioru Q2 C C, a niech I' oznacza
rodzine skonczenie wiele prostowalnych tukéw zorientowanych 1, ...,7v, w Q, z
ktorych zaden nie przecina K. W tej sytuacji catkowanie po I jest zdefiniowane
jako

/F d(N)dX = Z B(N)dA.

Jak wiemy z kursu funkcji analitycznych I' mozna wybraé¢ w taki sposob, aby

Indr(€)

1 d\ o
{ 1, jedli¢ e K (4.2)

TomiJoa—€ 10, jeslie¢n
i zeby wzér catkowy Cauchy’ego

fE6) = = / (A— &) F(A)dA

2w

zachodzil dla dowolnej funkcji holomorficznej f w Q oraz dla kazdego € € K.
Bedziemy krétko okreslaé sytuacje taka, jak w réwnaniu (4.2) méwiac, ze kontur
I' otacza K w Q.
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Lemat 4.2.1. Przypu$émy, Ze A jest zespolong algebrq Banacha z jedynkg,
x € A oraz a € C, Q jest dopelnieniem {a} wC, a T otacza o(x) w Q. Wowczas

1

% F(a —N)"Ae —2)"td\ = (ae — )" dlan € Z.

Dowdd. Oznaczmy calke wystepujaca po lewej stronie tezy przez y,. Jesli A ¢
o(zx), to

Me—2)t=(ae—2) + (= N(ae —z) T Ne—2)7!
(najlatwiej sprawdzié te tozsamo$é mnozac najpierw z prawej strony przez (Ae—

x), a potem z lewej przez (ae —x)). Element algebry nie podlegajacy catkowaniu
mozna wyniesé¢ przed calke, a wiec y,, jest suma

—1i a— n —
(e — ) /F( A)"dA =0,

21

bo Indr(«) = 0 oraz

1
-1 n+1 -1
- —A Ae — dA.
(ae — ) 57 /F(oz )" (Ne — x)
Zatem y, 1 = (e — )y, dla n € Z. Musimy wiec wykazaé¢ wzor

1

— [ (Qe—2)"tdr =e. (4.3)
271 T

Niech I', bedzie dodatnio zorientowanym okregiem o Srodku w 0 i promieniu
r > ||z||. Na I'; zachodzi tozsamosé, ktérej wielokrotnie juz uzywalismy

(Ae—2)"! = Z AT lgn

n=0

Calkowanie wyraz po wyrazie powyzszego szeregu daje teze z I', w miejscu T
Jak pamietamy z dowodu Twierdzenia 1.3.5 wyrazenie podcatkowe w réwnaniu
(4.3) jest funkcja o wartosciach w A, holomorficzna w dopelnieniu o(z) i ponie-
waz Indr, (§) = 1 = Indp (&) dla wszystkich & € o(z), wzdér caltkowy Cauchy’ego
gwarantuje, ze calka nie zmieni sie¢, gdy zastapimy I',. przez T O

Z ostatniego lematu udowodnimy bez trudu nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.2.2. Niech
R(A) =PA) + Y cmp(A— am)
m,k

bedzie funkcjg wymierng z biegunami w punktach o, (P jest wielomianem, a
powyzsza suma ma skoriczenie wiele skladnikow). Jesli x € A i o(x) nie zawiera
zadnego bieqguna R, to definiujemy

R(x) = P(x) + Z Cm k(T — ame) .
m,k
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Jesli Q jest zbiorem otwartym w C zawierajgcym o(x) takim, Ze R jest holomor-
ficzna w Y, oraz jesli T otacza o(x) w Y, to

R(z) = /F RO (e — 2)~d.

Dowdd. Wystarczy zastosowaé poprzedni lemat i liniowosé calki. O
Mozemy juz przejs¢ do kluczowych koncepcji.

Definicja 4.2.3. Niech A bedzie zespolona algebra Banacha z jedynka, a €
otwartym zbiorem w C. Przez H(2) bedziemy oznaczaé algebra wszystkich funk-
¢ji holomorficznych na 2. Na mocy Twierdzenia 1.3.15 zbior

Ag={z € A:0(x) CQ}

jest otwartym podzbiorem A. Dalej, definiujemy H(Aq) jako zbidér wszystkich
funkcji f o wartosciach w A, ktérych dziedzina jest Aq i ktére powstaja z
f € H(Q2) za pomoca wzoru

fla) = @) = 3= [ FO)0e =) an (4.4)

Nalezy nam sie¢ pare komentarzy do tej definicji.

1. Poniewaz I' omija o(x) oraz poniewaz operacja brania odwrotnosci jest
ciagla wyrazenie podcatkowe (4.4) jest ciagle, a wiec calka istnieje i zadaje
element A.

2. Wyrazanie podcalkowe jest funkcja holomorficzng o warto$ciach w A okre-
$lona w dopelieniu o(z), a wiec wzér catkowy Cauchy’ego implikuje, ze
f(x) nie zalezy od T, o ile tylko I otacza o(z) C Q.

3. Jak mozna bylo juz zauwazy¢ bedziemy czesto pomija¢ falke i pisa¢ po
prostu f(x) zamiast f(z).

Mozemy juz przejs¢ do gtéwnego twierdzenia.

Twierdzenie 4.2.4. Niech A, H(Q) i H(Aq) bedg takie, jak w poprzedniej

definicji. Wowczas H(Agq) jest algebrg zespolong. Odwzorowanie f +— f jest

izomorfizmem algebr H(Q) na H(Ag), ktdry jest ciggly w nastepujacym sensie:

jesti f, € H(Q), n € N ¢ f,, — f jednostagnie na zwartych podzbiorach 2, to
f(@) = lim fo(2) (z € Ag).

Jesliu(A) = Xiv(\) =1 wQ, tou(x) =x orazv(x) = e dla wszystkich x € Aq.
Dowéd. Ostatnie zdanie jest konsekwencja Twierdzenia 4.2.2. Liniowo$¢ nasze-

go odwzorowania wynika wprost z definicji. Ponadto, jesli f = 0, to f(a)e =

f(ae) =0, awiec f = 0. Zatem f — f jest odwzorowaniem réznowarto$ciowym.

67



Zadana ciagloéé wynika bezpoérednio z przedstawienia calkowego, ograniczono-
éci funkeji ||(Ae —x) 7| na T i nieréwnodci tréjkata dla calek z funkcji o warto-
sciach wektorowych. Trzeba jeszcze udowodni¢ multiplikatywnos$¢ odwzorowania
f— f, czyli biorac f,g € H(R2), h(A) = f(A)g(A\) powinnismy otrzymaé

hz) = f(z)g(z) (x € Ag). (4.5)

Jesli f 1 g sa funkcjami wymiernymi to teze zapewnia Twierdzenie 4.2.2. Ogdlnie,
twierdzenie Rungego pozwala nam przybliza¢ f oraz g funkcjami wymiernymi
fn 1 gn W sposéb jednostajny na zwartych podzbiorach 2. Wéwczas f, g, jest
zbiezny do h w ten sposéb i réwnanie (4.5) wynika z udowodnionej juz ciaglosci
odwzorowania f — f O

Zbadamy teraz dokladniej wlasnosci rachunku funkcyjnego.
Twierdzenie 4.2.5. Niechx € Aq i f € H(Q).

1. f(x) jest odwracalna w A wtedy i tylko wtedy, gdy f(N\) # 0 dla wszystkich
A€ o(x).

2. o(f(x)) = f(o(x)) (twierdzenie o odwzorowaniu spektralnym)

Dowdd. 1. Jedli f nie ma zer na o(x), to g = 1/f jest holomorficzna na zbiorze
otwartym €; takim, ze o(x) C Q; C Q. Poniewaz fg = 1 na ©; Twierdzenie
4.2.4 daje f(z)g(x) = e, a wiec f(z) jest odwracalny. Odwrotnie, jesli f(a) =0
dla pewnego a € o(x), to istnieje h € H(Q) takie, ze

(A —a)h(A) = fF(N) (A € ),

co prowadzi do
(x — ae)h(z) = f(x) = h(z)(x — ae).

Element z — ce nie jest odwracalny w A, a wiec nie jest odwracalny réwniez
element f(z) (rozumujemy nie wprost i otrzymujemy, iz £ — ce ma lewostronna
oraz prawostronna odwrotnosé, co dzieki prostemu faktowi z algebry daje pelna
odwracalnosé).

2. Niech 8 € C. Z definicji 8 € o(f(z)) wtedy i tylko wtedy, gdy f(x) — Be nie
jest odwracalny w A. Z czedci pierwszej zastosowanej do f— [ jest to réwnowazne
temu, ze f — [ ma zero w o(x), czyli § € f(o(z)). O

Twierdzenie o odwzorowaniu spektralnym pozwoli nam wlaczy¢ operacje
sktadania do rachunku funkcyjnego.

Twierdzenie 4.2.6. Niech x € Agq, f € H(Q), Q1 jest zbiorem otwartym
zawierajgcym f(o(x)), g € H(Q1) i h(A\) = g(f(\) w Qo = f~1(Q1). Wowczas
f(x) € Aq, oraz h(z) = g(f(z)).
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Dowdd. Na mocy twierdzenia o odwzorowaniu spektralnym o(f(z)) C ©4, a
wiec g(f(z)) jest dobrze zdefiniowane. Ustalmy kontur I'y otaczajacy f(o(x)) w
Q;. Istnieje zbidr otwarty W taki, ze o(x) C W C Qp i tak maly, ze

Indr, (f(A) = 1 (A € W).

Niech jeszcze T'g otacza o(x) w W. Jedli € € 'y, to 1/(§ — f) € H(W). Mozemy
zastosowaé¢ Twierdzenie 4.2.4 do W zamiast Q) i uzyskamy

_ 1 _ _
e = f@)] 7 = 5= | [E=FN]T Qe —2)"TdA (€€ T).
T Ty
I’y otacza o(f(x)) w 1, a wiec definicja dzialania na elemencie algebry Banacha
i poprzednie réwnanie prowadzi do

o(7() = 5 [ al©lee— ) de =

1

"~ 2mi

/F %/F g(O)[E — fFON)]Hdeée — )N =
1

5= | 9(fN))(Ae —2)7dA = h(w).

211 To

Podamy teraz klasyczne zastosowanie rachunku funkcyjnego.

Twierdzenie 4.2.7. Zaldzmy, Ze A jest zespolong algebrg Banacha z jedynkq,
x € A io(x) nie oddziela 0 od co. Wowczas

1. © ma pierwiastki wszystkich rzedéow w A,
2. x ma logarytm w A,
3. jesli € > 0, to istnieje wielomian P taki, ze ||[x~! — P(x)|| < e.

Ponadto, jesli o(x) lezy na dodatniej pdlosi rzeczywistej, to pierwiastki w punkcie
1. mozna wybrac tak, by rowniez spelnialy ten warunek.

Dowdéd. 7 zalozenia 0 lezy w nieograniczonej skladowej dopelnienia o(x). Ist-
nieje wiec funkcja holomorficzna f w jednospdjnym zbiorze otwartym Q D o(x),
ktora spelnia
exp(f(A)) = A.

Z poprzedniego twierdzenia wynika, ze exp(f(z)) = x, czyli y = f(z) jest loga-
rytmem z. Jeli 0 < A < oo dla wszystkich A € o(z), to f mozna wybraé tak,
aby przyjmowala wartosci rzeczywiste na o(x), a wiec na mocy twierdzenia o od-
wzorowaniu spektralnym o(y) lezy na osi rzeczywistej. Dalej, niech z = exp(%).
Wtedy 2™ = z i kolejne zastosowania twierdzenia o odwzorowaniu spektralnym
pokazuje, ze o(x) C (0,00), oile o(y) C R. Dla dowodu trzeciej czesci zauwazmy,
iz z twierdzenia Rungego mozna funkcje % aproksymowaé jednostajnie wielo-
mianami na pewnym zbiorze otwartym zawierajacym o(x). Ciaglo$é rachunku
funkcyjnego zapewnia teze. U
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Na koniec, udowodnimy obiecane w podrodziale o funkcjonalach dodatnich
twierdzenie o istnieniu hermitowskich pierwiastkow w algebrze Banacha z inwo-
lucja.

Twierdzenie 4.2.8. Niech A bedzie algebrqg Banacha z inwolucjq i jedynkg oraz

x € A elementem samosprzezonym takim, ze o(x) nie zawiera rzeczywistych A
spetniajgcych A < 0. Wowczas istnieje element y € A taki, e y = y* oraz
2

y° =z.

Dowod. Kazdy element hermitowski lezy w pewnym maksymalnym podzbiorze
normalnym, wiec na mocy wynikéw z poprzedniego rozdzialu wystarczy wykazaé
teze twierdzenia w przypadku, gdy A jest przemienna. Niech Q = C\ (R_U{0}).
Wéwezas istnieje f € H(Q) taka, ze f2(A\) = Ai f(1) = 1. Poniewaz o(x) C
mozemy zdefiniowaé y € A jako

y = f(x).

Woéwezas y?> = z. Pozostaje wiec wykazaé, ze y* = y. Poniewaz 2 jest jedno-
spéjny, twierdzenie Rungego zapewnia istnienie wielomianéw P, , ktore zbiegaja
do f jednostajnie na zwartych podzbiorach 2. Okreslmy nowe wielomiany @,
za POMOCy Wzoru

Qn(/\) =5 (Pn()‘) + Pn(x)) :
Mamy f(\) = f(\), skad wielomiany @Q,, zbiegaja do f w ten sam sposéb, jaki
robity to wielomiany P,. Przyjmijmy

Yn = Qn(z) dlan € N.

Zauwazmy, ze wprost z definicji @), sa to wielomiany o wspdtczynnikach rzeczy-
wistych. Z samosprzezonosci x wynika w zwiazku z tym samosprzezonosé y,,. Z
twierdzenia o ciagtosci rachunku funkcyjnego

y= lim y,.

n—oo

Gdybysmy zalozyli ciagtosé inwolucji, to zbiér elementéw hermitowskich bytby
domkniety i otrzymalibysmy stad y = y*. W ogélnym przypadku, niech R =
rad(A) oraz 7 : A — A/R rzutowaniem kanonicznym. Jesli w(z) = n(y) dla
pewnych x,y € A, to z =x —y € R, a wiec z* € R, poniewaz r(z*) = r(z) = 0.
Zatem 7(z*) = w(y*). W ten sposéb uzasadniliSmy, ze wzor

[r(a)]" =7(a*) dlaae A

zadaje inwolucje w A/R. Jedli a € A jest hermitowski, to réwniez w(a) jest
hermitowski. Z ciaglodci m wynika, ze 7(y,) — w(y). Algebra ilorazowa A/R
jest izomorficzna z E, wiec A/R jest pdlprosta i wobec tego kazda inwolucja na
A/R jest ciagla. Stad 7(y) jest hermitowski, a zatem m(y) = m(y*). Ostatnie
zdanie jest rownowazne stwierdzeniu, iz y*—y € R. Rozlézmy teraz standardowo
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element y, to znaczy y = u+iv dla pewnych hermitowskich u,v € A. Z tego, co
udowodnili$my przed chwilg wynika, ze v € R. Ponadto, x = 32, co prowadzi do

x = u? —v% + 2uv.

Niech teraz ¢ € M(A). Jak pamigtamy, v € R, a wiec p(v) = 0. Ostatnie
réwnanie daje teraz p(x) = ¢(u)?. Z zalozenia jednak 0 ¢ o(z). Zatem ¢(z) # 0,
a wiec p(u) # 0. Oznacza to, ze u jest odwracalny. Poza tym, x = x* implikuje
wv = 0. Ostatecznie, v = v~ uw, czyli v = 0. O

4.3 Rachunek funkcyjny wielu zmiennych

Wprowadzimy najpierw wazne pojecie spektrum lgcznego ukladu elementéw
przemiennej algebry Banacha.

Definicja 4.3.1. Niech A bedzie zespolona, przemienng algebra Banacha z je-
dynka i niech x1,...,x, € A. Okres§lamy spektrum laczne elementéw x4, ..., x,
jako zbiér

o(x1,...,2n) ={(@1(Q), .-, Tn(p)) €C" : p € M(A)}.

M(A) jest zwarte oraz transformaty Gelfanda elementéw sa ciagle, skad od razu
wynika zwarto$é¢ spektrum tacznego.

Rozpatrujac spektra pojedynczych elementéw zaczynaliSmy od definicji czy-
sto algebraicznej. Tego typu opis istnieje réwniez dla spektrum tacznego, o czym
mowi ponizsze twierdzenia.

Twierdzenie 4.3.2. Niech A bedzie zespolong, przemienng algebrg Banacha z
jedynkq i niech x1,...,x, € A. Wowczas

o(x1, . xpn) = {(A1,..., A\n) € C" = dla dowolnych y1,...,yn € A

n
element Zy,(:m — \;e) jest nieodwracalny w algebrze A}.
i=1

Dowdd. Oznaczmy zbiér wystepujacy po prawej stronie dowodzonej réwnosci
przez P. Zauwazmy, ze zbiér elementéw postaci y = Yo, yi(z; — Aie), gdzie
y; € A jest albo idealem wlasciwym algebry A, albo cala algebra A. Jesli wiec
sktada sie on tylko z elementéw nieodwracalnych, to jest on zawarty w pewnym
ideale maksymalnym My € Max(A). Niech ¢o € M(A) bedzie taki, ze kergpy =
Mj. Dla dowolnych elementéow y; € A mamy

wo(y) = Z%(yi)(soo(:ci) — i) =0.

Kladac y; = d;je otrzymamy oo (z;) = A, a wiec

A, ) = (po(21), - - -, 0o(Tn)) € o(21, ..., T0)-
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Stad P C o(x1,...,2,). W druga strone, jezeli (A1,...,\,) € o(z1,...,2,), to
istnieje p € M(A) taki, ze p(x;) = \; dla i =1,...,n. Dla kazdego elementu y
postaci

y= Zyl(xl — Aie) mamy ¢(y) =0
i=1

i element y jest nieodwracalny w algebrze A. Wynika stad inkluzja w druga
strone, co konczy dowdd twierdzenia. O

Zbiér po prawej stronie réwnosci z ostatniego twierdzenia mégtby postuzyé
za definicje spektrum lacznego w dowolnej (niekoniecznie przemiennej) algebrze
Banacha. Ta koncepcja nie wytrzymala jednak proby czasu.

Zastanowimy sie teraz nad ciagloscia spektrum lgcznego. Zacznijmy od formal-
nej definicji.

Definicja 4.3.3. Niech X bedzie przestrzenia metryczna. Powiemy, ze funkcja
® : X — P(C") odwzorowujaca przestrzen metryczna X z metryka d w rodzine
wszystkich podzbiorow C™ jest ciggla w punkcie z € X, jezeli dla dowolne-
go otoczenia V w przestrzeni C" istnieje taka liczba § > 0, Ze z nieréwnosci
d(x,y) < 6 wynikaja zawierania

gdzie
O(2)+V ={peC":p=p1 +p2,p1 € P(2),p2 € V}.

Jezeli z nieréwnosci d(x,y) < 6 wynika tylko drugie zawieranie, to méwimy, ze
funkcja ® jest polciggla z gory.

Warto odnotowaé, iz w Twierdzeniu 1.3.15 wykazaliSmy polciaglosé z gory
spektrum pojedynczego elementu (niekoniecznie przemiennej) algebry Banacha.
W ogdlnosci, nie mozna spodziewaé si¢ niczego wiecej, o czym dobitnie Swiadczy
przyktad Kakutaniego z ksiazki Rickarta, ktory mozna réwniez znalezé w ksiazce
Zelazki. Dodatkowe zalozenie przemiennosci algebry istotnie zmienia sytuacje.

Twierdzenie 4.3.4. Niech A bedzie zespolong, przemienng algebrq Banacha z
jedynkq. Wowczas spektrum lgczne elementow x1,...,x, € A traktowane jako
odwzorowanie produktu A™ w rodzine podzbioréw przestrzeni C" jest odwzoro-
waniem cigglym.

Dowdéd. Zacznijmy od drugiego zawierania. Przypusémy, ze teza twierdzenia jest
falszywa. Istnieje wiec uktad elementéw xgo), xgo), e ,x%o) € A i takie otwarte
otoczenie zera V w przestrzeni C", iz przy kazdym k € N istnieja elementy

zgk),xgk), . ,x%k) € A i funkcjonal ¢ € M(A) takie, ze

1
\|5E§k)—x£-0)||<Edlai:1,2,...,n (4.6)

72



oraz 0
(or(@h), (@) ¢ 0@, . 2@y + V.
Poniewaz
o (@) < e < ]2 + 1 dlai = 1,2,...,n

ciagi {ka(xz(-k))},;“;l sg ograniczone, to przechodzac ewentualnie do podciagéw
mozemy zalozy¢, ze sa one zbiezne. Przyjmijmy

A = klim @k(xgk)).

Zar6éwno V, jak i a(xgo), xgo), . ,stO)) + V sa otwarte, a stad

A= ) 0@, 2O+ v
i w szczegdlnosei A ¢ U(xgo), ceey x%o)). 7 poprzedniego twierdzenia istniejg ele-
menty y1, ...,y € A takie, ze

Z yi(:cgo) —Aie) =e. (4.7
i=1

Ze wrzgledu na fakt, iz zbiér elementéw odwracalnych algebry Banacha jest

otwarty oraz
3:(0) = lim x
1
k—oo

(k)

i

©

mozemy we wzorze (4.7) elementy x; ) Aie zastapi¢ odpowiednio bliskimi ele-

mentami xz(-k) - <pk(xl(k))e tak, ze otrzymamy element odwracalny

n
k k
y=> wi@ — pp(aM)e),
=1

co jest wykluczone, bo ¢ (y) = 0.
Pierwsza inkluzje réwniez udowodnimy nie wprost. Zaprzeczajac teze otrzyma-

my istnienie otwartego otoczenia zera V.C C", V = {A € C" : || < e} takiego,
(k)

i

ze przy kazdym k € N istniejg x
cjonal ¢ € M(A) taki, ze

(@), ou(@ @) ¢ o, 2Py + V.
(k) (0)

Podobnie jak wczesniej ;"' — x, ' oraz mozemy zalozyé, ze istnieja granice
gok(x(o)) — )\2(-0), 1=1,2,...,n. Kladac

A®) = (o (@), .. (@)

mamy dla k > K € N, A\®) = A0 € 1V i skoro AK) ¢ o(zF ... 2, to

czyniace zado$é nieréwnosciom (4.6) i funk-

1
A0 ¢ o2 2Ry 4+ 5V dlak> K. (4.8)
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7 drugiej strony \(¥) e a(x§0), . ,x%o)) i A®) = \O) 4 wiec zwartosé spektrum

lacznego implikuje A(©) € 0(:1:50), e ,xslo)) i istnieje funkcjonal py € M(A) taki,
ze goo(xgo)) = )\EO) dlai=1,2,...,n. Przygladajac sie relacji (4.8) stwierdzamy
z tatwoscia, iz jest ona rownowazna nieréwnosci

k
sup  ]A@ — (o), ..., p(a®))] >
PEM(A)

dla k > K,

DO ™

czyli réwniez

€
[(po@™), - po(@™)) = (poat), ... po(alP)| > S dla k> K.
Jest to oczywista sprzecznosé, gdyz
lim xl(k) = xz(-o) dlat=1,2,...,n.
k—o0

O

Po zbadaniu podstawowych wlasnosci spektrum tacznego przejdziemy teraz
do tytulowego zagadnienia biezacego podrozdziatu.
W naszych rozwazaniach uzyjemy nietatwego twierdzenia Oka o rozszerzaniu,
ktorego dowodu tutaj nie przedstawiamy.

Twierdzenie 4.3.5 (Oka o rozszerzaniu). Niech py,...,pm bedg wielomianami
n zmiennych zespolonych. Okreslmy odwzorowanie w : C* — C"*™ wzorem

W(Z) = (val(z)a cee 7pm(z))'

Jesli f jest funkcjg holomorficzng na otwartym otoczeniu w=1(D"™), to istnieje
funkcja holomorficzna F okreslona na otoczeniu D™t™ taka, ze

F(n(2)) = f(2) dla wszystkich z € =~ 1(D"+™).

Przeformulujemy teraz ostatnie twierdzenie tak, aby bardziej odpowiadato
naszym potrzebom.

Stwierdzenie 4.3.6. Niechn,m €N, c; >0dlal <j<n+morazpi,...,pm
bedg wielomianami n zmiennych zespolonych. Przyjmijmy réwniez

D={zeC"™:|z|<c¢;, j=1,...,n+m}
Jesli f jest funkcjg holomorficzng na otwartym otoczeniu w—1(D), to istnieje

funkcja F holomorficzna na otwartym otoczeniu D taka, ze F(w(z)) = f(z) dla
zen (D).

Dowéd. Wprowadzmy trzy funkcje pomocnicze: p : C* — C", ¢ : C*"*™ —
Crtm 7 :C" — C""™ za pomoca wzoré6w

plwi, ... ,wy) = (crwn, ..., cpwy),
w1 W+
o(Wi, .o Wom) = (—, .., —),
C1 Cn+m
1 w w
T(Wiy ... wy) = (wl,...,wn,p (p( ))’.”’pm(p( ))) .
Cn+1 Cn4+m
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Sprawdzamy bez trudu, ze 7(w) = o(n(p(w))) dla w € C", o(D) = D"+™,
=1 D"F™) = p~Y(7=1(D)). Niech U bedzie otwartym otoczeniem 7~1(D) C
C™ i niech f bedzie funkcja holomorficzna na U (piszemy krétko f € H(U)).
Wéwcezas p~1(U) jest otwartym otoczeniem 7=1(D"*™) i fop € H(p~1(U)). Z
twierdzenia Oka istnieje otwarte otoczenie V zbioru D™t i funkcja holomor-
ficzna G taka, ze

G(t(w)) = (f o p)(w) dla w € 771D ™).

Przyjmijmy F = G o 0. Wéwcezas F jest holomorficzna na o~1(V), ktére jest
otwartym otoczeniem D. Jedli z € 7—1(D), to z = p(w) dla pewnego w €
771(D"™), a wigc mamy

f(2) = f(p(w)) = G(r(w)) = Glo(7(p(w)))) = F(7(2)).

Najblizszy lemat pozwoli sprowadzi¢ nasze gtéwne zadanie do algebr o skon-
czone]j liczbie generatorow.

Lemat 4.3.7. Niech x = (z1,...,%,) € A" oraz U - otwarte otoczenie o4 (x)
w C". Wowczas istnieje skoniczeniegenerowana domknieta podalgebra B C A
zawierajgca €,x1, . .., T, taka, ze op(x) C U.

Dowdéd. Niech z = (#1,...,2,) € C"\ 0a(x). Z Twierdzenia 4.3.2 istnieje y =
(Y1,-..,yn) € A™ takie, ze

> (e —aj)y; =e

Jj=1

Ustalmy to y i rozwazmy B(z) - podalgebre algebry A generowang przez

€, L1y Tns Y15+ Yn-

Woéwezas z ¢ op(.)(z), bo inaczej ¥(e) = 0 dla pewnego ¢ € M(B(z)). Wy-
bierzmy otwarte otoczenie U(z) punktu z w C" o wlasnoéci U(z) Nop(z)(z) =0
i niech

C={zeC": |z <||z;l|dlaj=1,...,n}.
C\ U jest zwarty i o4(x) C U, a wiec mozemy znajdowaé punkty z0) € C'\
U, a nastepnie zwiazywaé z nimi algebry B(z()). Ze zwartoéci C'\ U istnieje
skoficzenie wiele z(V) ..., 2(™) ¢ C \ U o wlasnosci

C\UC O U(z%).
k=1

Kazda algebra B (z(k)) jest skonczeniegenerowana, a wiec istnieje skonczeniege-
nerowana podalgebra B C A taka, ze B(2¥)) ¢ Bdla k =1,...,m. Teraz

op(z)NU(EW) opmy(T) N U(z®) dla kazdego k € N.

Sumujac po k otrzymujemy op(z) N (C \ U) = 0. Pamigtajac, ze op(z) C C
dostajemy op(z) C U. O
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Czas na drugi lemat pomocniczy.

Lemat 4.3.8. Niech {x1,...,x,} bedzie zbiorem generatoréw algebry Banacha
Ainiech (A,..., n) € C"\oal(x1,...,2,). Wowczas istnieje wielomian p taki,
ze [p(Ai, . )| > 1+ ||p(za, - - oy @0)] -

Dowdd. Korzystajac ponownie z Twierdzenia 4.3.2 dostajemy istnienie y;....,y, €
A takich, ze

n

Z()\je —x;)y; =e.

Jj=1

WezZmy 6 > 0 czynigce zado$é¢ nieréwnosci

- 1
8- e -zl < 3
j=1

Z zalozenia istnieja wielomiany g; takie, ze
HQJ'('rla"'vxn) _yjH < 57 1< j < n.
Przyjmijmy
n
Q(Zlv s ,Zn) =1- Z(/\J - Zj)Qj(Z17 s ,Zn).
j=1
Wéwezas g(A) = 1. Sprawdzamy teraz bez trudu nier6wnosé

n

1

llg(es, -zl < Dl = el - llys — gy, 2l < 5
j=1

[

Kladac p = ||q(x1,. .., 2,)||"1q otrzymujemy!

IP(A1, .. A0 >2=14+]p(x1,...,25)]|
O

Zblizajace sie stwierdzenie jest juz ostatnia czescia przygotowania do dowodu
gléwnego twierdzenia.

Stwierdzenie 4.3.9. Niech x = (z1,...,2,) € A" oraz U - otwarte otoczenie
oa(x) wC". Wowczas istniejg elementy Tpi1,...,on € A 0 nastepujgcej wla-
snodci: dla f € H(U) istnieje funkcja holomorficzna F na pewnym otwartym
otoczeniu {z € CN : |z;| < 1+ ||zy]|, 1 <j < N} taka, ze

f(e(@1), s p(@n)) = Flp(n), ..., p(zn)) dla p € M(A).

1Jedli q(z1,...,2n) = 0, to zamiast wielomianéw g; nalezy wziaé ich male zaburzenie.
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Dowdod. 7 Lematu 4.3.7 istnieje skonczeniegenerowana domknieta podalgebra
B C A zawierajaca e, x1 ..., x, taka, ze op(xz) C U. Wybierzmy 2, 11,...,2x €
B tak, aby x1, ..., 7, generowalo B. Dla z € C¥\ o 4(x1,...,7;) z Lematu 4.3.8
istnieje wielomian p o k zmiennych zespolonych taki, ze |p(z)| > 1+ ||p(x)||, a
wiee |p(w)| > 1+ ||p(x)|| dla wszystkich w z pewnego otoczenia z w C*. Niech
P bedzie rzutowaniem (zy,. .., zx) = (21,...,%,) C* na C" i niech

D={2€C":|z|<1+|zj||dlaj=1,...,k}

Wéwezas D\ P~1(U) jest zbiorem zwartym mieszczacym sie w C¥\o a (21, . .., 21),
gdyz

Ploa(z1,...,2k)) = ca(x1,...,zy,).
Znéw korzystajac z Lematu 4.3.8 i zwartoéci D\ P~1(U) istnieje skoficzeniewiele
wielomianéw py, ..., pm k zmiennych zespolonych takich, ze dla kazdego z € D\
P~YU) mamy |p;(z)| > 1+ ||pj(x)|| dla przynajmniej jednego j € {1,...,m}.
Teraz, niech N = k+ m oraz x4+, =p;(z) dlaj=1,...,mi

C={zeCN:|z|<1+]|z]|dlaj=1,...,N}.
Przyjmijmy réwniez tak, jak wczeéniej 7 : CF — CN
7(2) = (2,p1(2),...,pm(2)) dla z € C*.
Skoro 7(z) € C pociaga za soba [p;(z)| < 1+ ||pj(z)|| dla j = 1,...,m oraz
z € D, tomamy 7~ (C) c P~1(U)2. Dalej, foP jest holomorficzna na otwartym

otoczeniu P~1(U) zbioru 771(C), a wiec ze Stwierdzenia 4.3.6 istnieje funkcja
holomorficzna F' okre$lona na otwartym otoczeniu zbioru C' taka, ze

F(r(2)) = f(P(2)) dla z € 7~ 1(0).
Dla o € M(A) ij=1,...,m mamy
pi(e(@1), .., (k) = ej(z1, ... k) = @(Th+),

a zatem w(p(21),...,¢(zr)) = (p(21),...,¢(zN)). Pamictajac, ze [p(z;)| <
[lz;]| dla j =1,..., k otrzymujemy

|p]((,0(-T1),,(,0(.’13k))‘ < ||pj(371,...,l'k)|| dlaj = 1a-~-7m-

Stad mamy 7(¢(z1),...,¢(zx)) € C, a wige (¢(x1),...,¢(zx)) € 7 1(C). Za-
tem

flp(@i), - p(@n)) = F(P(o(@1), 5 (@) =
: ) = F(p(21), - p(an))-

2Prosze zwrécié uwage na opis D \ P~1(U) w terminach wielomianéw (p; Py
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Mozemy juz udowodnié¢ twierdzenie o rachunku funkcyjnym wielu zmien-
nych.

Twierdzenie 4.3.10. Niech A bedzie zespolong, przemienng algebrq Banacha
z jedynkq i niech x1,...,x, € A. Niech ponadto f bedzie funkcjg holomorficzng
na n zmiennych, ktora jest okreslona na pewnym zbiorze otwartym zawierajgcym
oa(z1,...,Tn). Wowczas istnieje x € A takie, Ze

(@) = f(Z1(9), ..., Tn(p)) dla wszystkich ¢ € M(A).

Dowdd. 7 ostatniego twierdzenia istnieja p41,...,2n8 € A i funkcja holomor-
ficzna F' okrestona na otwartym otoczeniu polidysku

D={z=(z1,...,2n) €CN : |zj| <1+ ||z]], j=1,...,N}.
o wlasnosci

flp(@1), - p(@n)) = Fp(21), - p(n)) dla o € M(A).

Funkcja F' jako holomorficzna ma rozwiniecie na szereg potegowy postaci
F(z1,...,2n5) = Z Apzit ...-zjk\,N7 gdzie k = (k1,...,kn)
keNy

zbiezne do niej w otoczeniu polidysku D, a wigc zbiezne bezwzglednie na D.
Wynika stad, ze mozemy okresli¢ element y € A za pomoca wzoru

T = E Apaht xlva
keNYY
Teraz, sprawdzamy bez trudu

z(p) = Z Mep(z)*r - p(zy)fy =

keNlY
F@i(p), - 2n(9)) = F(@1(9); -, Tn(p))-

4.4 Twierdzenie Szylowa o idempotentach

W tym podrozdziale udowodnimy glebokie twierdzenie Szylowa, ktore orzeka,
iz w przemiennej, zespolonej algebrze Banacha A kazdemu zwarto - otwartemu
podzbiorowi M(A) odpowiada idempotent.

Zacznijmy od prostego lematu.

Lemat 4.4.1. Niech A bedzie przemienng, zespolong algebrq Banacha i niech
v1, 02 € M(A) bedg dwoma réznymi funkcjonalami liniowo - multiplikatywnymi.
Wéwczas istnieje x € A takie, ze o1(x) =1 i pa(z) = 0.
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Dowdéd. Zbiér transformat Gelfanda silnie oddziela punkty 9t(A), a wiec istnieja

elementy a1,a2,b € A takie, ze ¢1(a1) # 0, pa(az) # 0 oraz ¢1(b) # p2(b).
Przyjmijmy

1
cj=——a;dlaj=12
T opilay)
oraz ¢ = ¢1 + ca — c1c2. Wowezas

pj(c) = pjlc1) + @j(c2) — pj(er)pj(cz) =1 dla j =1,2.

Potézmy
1
B ©1(b) — p2(b)

Bez trudu widzimy, ze x spelnia teze. O

(b— pa(b)e).

T

Nastepne stwierdzenie to w istocie twierdzenie Szylowa dla algebr pétpro-
stych.

Stwierdzenie 4.4.2. Niech A bedzie przemienng, zespolong algebrg Banacha z
jedynkq i niech Uy, Us bedg rozlgeznymi, otwartymi podzbiorami M(A) takimi,
ze M(A) = Uy UU,. Wéwezas istnieje x € A o wlasnosci Z|y, = 0 oraz T|y, = 1.

Dowdéd. Dla ¢ € Uy iy € Uz z poprzedniego lematu dostajemy istnienie a, . €
A spelniajacego ¢(ay ) = 0 oraz ¥(ay,,) = 1. Przyjmijmy

1] . 1
VLP#/’ = {0’ e U : |0’(CL@’¢,)| < 2} IW@#} = {7’ cUs: \T(a%wﬂ > 2} .

Woéwezas zbiory Vo, v, W, sa otwartymi otoczeniami ¢ i ¢ (odpowiednio) oraz
Vow C U1, Wy C Us. Ustalmy teraz ¢ € Us. Skoro U; jest otwarto - zwarty,
to istnieje skonczony podzbiér E, C U; taki, ze

U= |J Vou
ISy

Zatem, jesli o € Uy, to |o(apy)| < 3 dla przynajmniej jednego ¢ € Ey. Z
drugiej strony,

Wy = ﬂ W

PEEy,
jest otwartym otoczeniem ¥ w Us. Skoro Us jest zwarte, to istnieja ¥y, ..., ¥, €
U, takie, ze
m
Us = Wy,
j=1

Dalej, rozwazmy skonczony zbiér elementéw A

M ={apy, :1<j<m, o€ Ey,}.
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i ponumerujmy go otrzymujac M = {z1,...,z,} dla pewnego r € N. Niech
Ci ={(¢(1),...,0(zs)) s pe U} dlaj=1,2.
Wéwezas C1, Co sa zwarte oraz ze wzgledu na réwnosé Uy U Uy = M(A) mamy
C1UCy =0(x1,...,2.).

Zaltézmy, ze C1 N Cy # (). Wowczas istnieja o € Uy oraz 7 € Us spelniajace
0(ap,y,) = T(ap,y,) dlal < j < m oraz wszystkich ¢ € Ey . Teraz, 7 € Wy, dla
pewnego j, a takze o € V,, 4, dla pewnego ¢ € Ey,. Z definicji Wy, dostajemy
T € Wy y,, a zatem

lo(ag,y;)| < % oraz |T(agp,y, )| > 3
co oczywiscie jest niemozliwe. W ten sposoéb wykazaliSmy, ze C1 i Cy sg roztacz-
nymi, zwartymi podzbiorami C". Mozemy wiec znalezé otwarte i roztaczne ich
otoczenia Wy, Wy (odpowiednio).

OkreSlmy f : W; UWy — C poprzez flw, =01 flw, = 1. Wowczas [ jest funk-
c¢ja holomorficzna na otoczeniu Wy U Wy zbioru o(zy,...,2,). Z twierdzenia o
rachunku funkcyjnym wielu zmiennych istnieje x € A takie, ze

(o) = flp(z1), ..., o(x,)) dla wszystkich ¢ € IM(A).
Stad Z(p) = 0 dla wszystkich ¢ € Uy oraz Z(¢) = 1 dla wszystkich ¢ € Up. O
Aby przej$é¢ do przypadku ogdlnego potrzebujemy ponizszego lematu.

Lemat 4.4.3. Niech A bedzie zespolong, przemienng algebrg Banacha z jedynkq.
Jezeli v € A oraz 2% — x € rad(A), to istnieje taki element y € A, ey —x €
rad(A) oraz y* = y.

Dowdd. Niech zg € rad(A) i przyjmijmy
© /1

2 = f% > (;) (—4z)*.

k=1

Definicja elementu z; jest poprawna, gdyz jest to rozwiniecie na szereg potegowy
funkcji §(1 — /T — 4z), ktére ma dodatni promien zbieznoici, a zg € rad(A).
Stad

Z% — 21+ 20 = 0.

Zatem dla dowolnego zy € rad(A) réwnanie 22 — z + 2o = 0 ma rozwiazanie w
rad(A). Wezmy teraz element x € A spetniajacy zalozenia lematu, czyli 22 —x €

rad(A). Istnieje wiec element go € rad(A) taki, ze

z? —x+qy=0. (4.9)
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Naszym zadaniem jest znalezienie takiego elementu u € rad(A), iz spelniona
jest té6wnosé (z+u)? = z +u, czyli u? —u(e —2z) + 2% — 2 = 0. Po podstawieniu
z réwnania (4.9) dostaniemy

u? —ule—2z) —qo =0 (4.10)
Bedziemy szukaé¢ u w specjalnej postaci, to znaczy u = v(e — 2x) dla pewnego
v € rad(A4). Wstawiajac takie u do réwnania (4.10) uzyskujemy

v?(e —22)% —v(e —22)% — qo = 0. (4.11)

Jednak (e — 27)? = e + 4(22 — 2) = e — 4qq, czyli jest to element odwracalny w
A (go € rad(A)). W ten sposéb réwnanie (4.11) mozemy zapisa¢ w postaci

v? —v —qole —4q0) "' = 0.
Jak juz wiemy ma ono rozwiazanie v = q; € rad(A). Wystarczy okresli¢ teraz
element u = ¢1(e — 2z) 1 y = & + u bedzie szukanym idempotentem. O

Mozemy juz sformutowaé twierdzenie tytutowe tego podrozdziatu.

Twierdzenie 4.4.4 (Szylowa o idempotentach). Niech A bedzie przemienng,
zespolong algebrg Banacha oraz C C M(A) zbiorem zwarto - otwartym. Wéw-
czas istnieje idempotent a € A taki, Ze @ = xc.

Dowdéd. W przypadku, gdy A ma jedynke twierdzenie jest udowodnione w opar-
ciu o poprzedzajace stwierdzenie i lemat. Jesli A nie ma jedynki, to rozwazajac
A, widzimy bez trudu, iz C pozostaje zbiorem otwarto - zwartym w 9M(A.), a
wigc istnieje idempotent a € A, taki, ze a|lc = 1 oraz @lsn(a,)\c = 0. Wynika
stad Yoo(a) =0, czyli a € A. O

Pokazemy teraz kilka zastosowan twierdzenia Szylowa.

Twierdzenie 4.4.5. Niech A bedzie przemienng, zespolong, pélproste algebrg
Banacha. Jesli M(A) jest zwarte, to A ma jedynke.

Dowdd. Skoro OM(A) jest zwarte, to z twierdzenia Szylowa o idempotentach
istnieje e € A takie, ze € = 1 na M(A). Dla dowolnego x € A oraz ¢ € M(A)
mamy wiec

(ze — ) () = Z(p)e(p) — 2(p) = 0.
Pétprostota A zapewnia teraz xe —x = 0, czyli e jest jedynka. O

Dzigki twierdzeniu Szytowa o idempotentach mozemy teraz zbadaé¢ doktad-
niej sytuacje, gdy M(A) jest calkowicie niespGjne.

Twierdzenie 4.4.6. Niech A bedzie przemienng, zespolong algebrg Banacha i
zalézmy, zZe M(A) jest calkowicie niespdjne. Wowczas A = {a : a € A} jest
geste w Co(M(A)).
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Dowdd. Ustalmy f € Co(9M(A)) i e > 0. Poniewaz f znika w nieskoficzonosci
oraz kazdy punkt D(A) ma baze zlozona ze zbioréw otwarto - zwartych, to
istnieje zbidr zwarto - otwarty K C 9(A) taki, ze

|f(¢)] < e dla wszystkich ¢ € M(A) \ K.

Dalej, K mozemy przedstawi¢ jako sume rozlaczna zbioréw otwarto - zwartych
Es,...,E, takich, ze |f(¢) — f(¥)| <e dla ¢,9 € E;, 1 < j < r, a wigc istnieja
c1,...,¢ € C, dla ktérych funkcja

9= _cixm, spehia |f(p) — g(¢)| < e dlap € K.
j=1

Z twierdzenia Szytowa o idempotentach istnieja a; € A, 1 < j < r takie, ze
a; = Xg,. Dla elementu

T

a= chaj mamy wiec ||a — f||e <€,
j=1

co konczy dowdd. O

Nasze kolejne zastosowanie dotyczy rozkladu przemiennej algebry na sume
prosta idealéw.

Definicja 4.4.7. Niech A bedzie przemienna, zespolona algebra Banacha z
jedynka. Powiemy, ze A rozklada sie na sume prosta idealow Iy, I, gdy istnieja
idealy domkniete I, I takie, ze

A=Ll
mamy tu na mysli sume prosta algebr, czyli mnozenie jest po wspélrzednych.
Najpierw fakt ogdlny.

Fakt 4.4.8. Niech A bedzie przemienng, zespolong algebrg Banacha z jedynkq.
A rozklada sie na sume prostq pewnych idealow I, Iy wtedy i tylko wtedy, gdy
istniejg idempotenty ey, es € A takie, Ze e = e1 + es.

Dowdéd. Zatézmy, ze A = I; & I» dla pewnych domknietych ideatéw Iy, Io. Wow-
czas e = e1 + eg dla e; € I oraz es € I5. Ponadto

e1+e=e=¢e’ :ef—!—e%—l—&sleg.
e1ez € I1 N 15, a wiec ejes = 0, czyli nasza réownos¢ mozemy przepisa¢ w postaci
81—6%:6%—62.
Stad e; — €2, e — ey € I} N I, a wiee 1 i ez sa idempotentami.

Jesli eq, e sa idempotentami takimi, ze e = e; + eg, to przyjmijmy I, = e; A
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oraz Iy = egA. Wowczas A = I; + I,. Wykonujac analogiczny rachunek jak
poprzednio przekonujemy sie, ze ejeos = 0. Jesli x € I1 N 1o, to

T = xe; = xegs = xejeg =0,

awiec 1 NI, ={0} 1 A =1 & I,. Domknietoé¢ idealéw jest réwniez niezwykle
latwa, gdyz majac ciag x, € I; zbiezny w A do pewnego elementu x dostajemy

T, = €1T, — e1T € A.
O

Uwaga 4.4.9. Powyzszy fakt jest prawdziwy dla dowolnej (skonczonej) liczby
sktadnikéw prostych.

Dowdd. Pierwsza implikacje dowodzimy tak, jak poprzednio. W druga strone,
niech ey, ..., e, € A beda idempotentami takimi, ze

e=e;+...+ ey

Bedziemy dowodzi¢ nasza teze przez indukcje, a wiec zalézmy, iz zdanie jest
wykazane dla n i wywnioskujmy jego prawdziwosé dla n + 1 (przypadek n = 2,
czyli zalozenie indukeyjne jest zawarty w dowodzie faktu). Niech wiec

e=e1+...+e,+ens. (4.12)
Przyjmijmy I,,+1 = e,4+1A oraz
J:=am(l)={x e A: 2l =0}.

Wezmy dowolny = € A. Wowcezas © = x — e,,412 + e, 412, Drugi sktadnik nalezy
od I, 41, a pierwszy do J, a wiec A = J + I, 1. Widaé réwniez, ze I N J = {0},
gdyz w jesli element 0 # y = ye,11 € INJ, to 0 = yepq41 = yeiﬂ =Yent1 =Y.
Zatem A = J @ I, 41. Zauwazmy réwniez, iz ey + ...+ e, € J, a ponadto dla
z € J mamy

r=xe=zx(e1+...+e,) +xe,1 =x(er+...+en),

a wiec element e; + ...+ e, jest jedynka w podalgebrze J i mozemy zastosowacé
zalozenie indukcyjne. O

Twierdzenie 4.4.10. Niech A bedzie przemienng, zespolong algebra Banacha
z jedynkq.

1. Jesli M(A) jest sumg rozlgezng otwarto - domknietych podzbioréw Fy, . .., Fy,,
to istniejg domkniete idealy Iy, . . ., I, (kaZdy ma swojq prywatng jedynke)
takie, ze

A=0L&...& L, orazM(;)=F; dlaj=1,...,m.
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2. Na odwrét, gdy A jest sumq prostg domknietych idealow Iy,..., I, to
zbiory M(I;) sq otwarto - domkniete w M(A) i M(A) jest ich sumq roz-
tgczng.

Dowdd. Dla uproszczenia notacji wykazemy to twierdzenie dla m = 2 (przypa-
dek ogélny nie nastrecza dodatkowych trudnosci).

1. Z twierdzenia Szylowa o idempotentach istnieje idempotent e; € A taki, ze
€1 = XF,. Polézmy es = e — e;. Wowezas eo jest idempotentem i é3 = xp,.
Przyjmijmy I; = e;A dla j = 1,2. Jak wykazaliSmy w fakcie poprzedzajacym
twierdzenie sa to domkniete idealy o wlasnosci A = I; @ I,. Poza tym, kazdy
funkcjonat liniowo - multiplikatywny na ¢ € 99%(I;) podnosi sie na @ € 9MM(A)
poprzez polozenie zera na Iy. W ten sposéb, dla j = 1,2

M(I;) = {p € M(A) : p(x) # 0 dla pewnego = € I;} (4.13)

Jedli wiec p € Fj, to ¢ € M(I;), a w przeciwnym razie ¢ ¢ M(I;), bo zeruje sie
na generatorze ideatu I;.

2. Jesli A = I @ I, to rozumujac podobnie jak poprzednio (kazdy funkcjonal
na I; sie przedtuza) otrzymujemy 9i(I1) UM (I2) C M(A). W tym miejscu musi
byé réwnosé, gdyz w przeciwnym razie istnialby pewien funkcjonal liniowo -
multiplikatywny zerujacy sie na obu sktadnikach sumy prostej. Ponadto, 0(1;)N
M(I2) = 0, bo inaczej istnialoby ¢ € M(A) o wlasnodci ¢(e1), p(e2) # 0, a wiec
p(erea) = (er)p(ea) # 0, co jest niemozliwe ze wzgledu na ejes = 0. Otwartosé
(i domknietosé) M(I;) dla j = 1,2 wynika teraz z opisu (4.13). O

Na koniec udowodnimy daleko idace wzmocnienie lematu, ktérego uzylismy
w dowodzie twierdzenia Szylowa.

Twierdzenie 4.4.11. Niech A bedzie zespolong, przemienng algebrg Banacha z
jedynkq oraz niech [ bedzie niezerowq funkcjqg holomorficzng okreslong na zbiorze
otwartym U C C. Zaléimy, Ze istnieje rozwigzanie x € A réwnania

f(z) =q, gdzie g € rad(A) i o(x) C U.

Wéwczas istnieje y € A bedgcee rozwigzaniem réwnania f(y) = 0 takie, Ze x—y €
rad(A).

Dowdd. Dla dowolnego ¢ € M(A) mamy

a ponadto o(x) C U, co dowodzi, iz do o(x) nalezy co najwyzej skonczona liczba
zer funkeji f. Wynika stad, ze dla kazdego ¢ € 9M(A) zachodzi ¢(x) = \; dla
pewnego i = 1,...,n, gdzie \; to parami rézne zera funkcji f. Okreslmy teraz
dlai=1,2,...,n zbiory F;

Fy={peM(A): 2(p) = Ai}.
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7Z ciaglosci transformaty Gelfanda elementu x wynika domknietos¢ zbioréw Fj;.
Sa one oczywiscie parami roztaczne, co prowadzi do rozkladu 9i(A) na sume
roztacznag zbiorow otwarto - domknietych

MA)=FLUFU...UF,.

Jak wykazaliSmy niedawno temu rozktadowi odpowiada przedstawienie algebry
A jako sumy prostej domknietych idealéw, co z kolei jest réwnowazne jedno-
znacznemu rozpisaniu e = ej + ... + ey, gdzie e;, ¢ = 1,2,...,n s3 idempoten-
tami. Ponadto zachodzi réwnosé

ple;) =0 dlap e Fj, j=1,2,...,n.

Okreslajac element y wzorem

n
y= Z Ai€i
i=1

dostrzegamy bez trudu y — z € rad(A). Przekonaé si¢ o f(y) = 0 mozna na dwa
sposoby. Pierwszy z nich jest nieco silowy.
7 ortogonalnosci idempotentow e;, ¢ = 1,2, ..., n wynika, ze

™= Z Ae; dla kazdego m € N.
i=1

Stad y™ € lin{ey,...,e,} dla m € NU {0}. Tak wiec elementy e,y,...,y" sa
liniowo zalezne. Istnieje zatem wielomian P stopnia n o wlasnosci P(y) = 0. Z
twierdzenia o odwzorowaniu spektralnym mamy

0=0(P(y)) = P(o(y)),

co prowadzi do réwnosci P(\;) =0dlai =1,2,...,n. Innych zer wielomian P
mie¢ nie moze, bo ma stopien n, czyli jest postaci

POY =\ =A) oo (A= An).

Okredlmy wielomian @ za pomoca formuty interpolacyjnej Lagrange’a
=3 o
P’ )\ i)

Jest to wielomian stopnia mniejszego niz n spelniajacy f(A\;) = Q(\;) dla
1 =1,2,...,n. Teraz funkcja g := % jest holomorficzna, co po wstawieniu
elementu y prowadzi do wzoru

fy) =9W)Py) +Qy)

Jak juz wiemy, P(y) = 0, a ponadto wielomian @ jako wielomian stopnia mniej-
szego niz n majacy n zer jest wielomianem zerowym i w ten sposéb f(y) = 0.

85



Oczywiscie mogliby$my pominaé¢ rozwazanie wielomianu Q w tym przypadku,
ale tego typu podejécie ma zastosowanie w wielu kontekstach (mozna w podobny
spos6b wykazaé, ze jedli element x algebry Banacha spelnia P(x) dla pewnego
wielomianu P, to rachunek funkcyjny mozna uprawia¢ bez odwolywania si¢ do
wzoru Cauchy’ego).

Inaczej, niech z € A bedzie dowolnym elementem takim, ze o(z) C U. Wéwczas

flze;)) =eif(z)dlai=1,2,... ,n.

Istotnie, ze; € I; := e;A oraz oy,(ze;) C 04(z), a wiec mozemy na ze; dzia-
la¢ funkcja f, gdy potraktujemy ja jako element algebry I; (z jedynka e;!), co
dowodzi naszego wzoru. Dla elementu y mamy jednak
n
ye; = eiZ)\kek =Ne; dlai=1,2,...,n.
k=1

Traktujac A;e; jako element I; mozemy zadziala¢ na nim funkcja f otrzymujac
(T to maly okrag o $rodku w ;)

FOues) = /Ff(/\)(Aei C e tdA = e f0) = 0 dlai = 1,2,....m.

Zatem
n n

fly) = eif(w) = flye:) =3 f(iei) =0.
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Rozdzial 5

Algebry regularne i synteza
spektralna

5.1 Topologia otoczki i jadra

Wprowadzimy teraz dwie operacje na zbiorach, ktore sa zapewne niektérym
znane z kurséow algebry.

Definicja 5.1.1. Niech A bedzie zespolona, przemienna algebra Banacha. Dla
E Cc M(A) = Max(A), E # () wprowadzamy jedro E (kernel) jako podzbiér A
zdefifniowany nastepujaco

k(E)={zecA: YEgp(x) =0} = {M € Max(A) : M € E}.

Widzimy, ze jest to domknigty ideal w A. Przyjmujemy ponadto k(f)) = A oraz
dla ¢ € M(A) piszemy k() zamiast k({p}).
Dla B C A okreslamy otoczke zbioru B jako podzbiér M (A) jak nastepuje

hB)={peM(A): BCk(p)} ={M € Max(A): BC M}.
Z ciaglodci transformat Gelfanda wynika, ze jest to domkniety podzbiér D(A).
Podstawowe wlasnosci tych operacji opisuje najblizszy lemat.
Lemat 5.1.2. Niech B,By i By C A oraz E, Ey i E; C 9M(A). Wowczas
1. By C By = h(B;) D h(Bs).
2. h(B) = h(B) i B C k(h(B)).
3. h(B) = h(k(h(B))).
4. By C By = k(E1) D k(Es).
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5. E C h(k(E)) i k(E) = k(h(k(E))).
6. h(k(E) U Es)) = h(k(E)) U h(k(E)).

Dowdd. Punkty 1., 2. oraz 4. wynikaja wprost z definicji.

Dowodzimy punkt 3. Jesli M € h(k(h(B))), to z drugiej czesci punktu 2. mamy
B C k(h(B)) C M, a wiec M € h(B). Jedli zas ¢ € 9M(A) speia k(p) ¢
h(k(h(B))), to ¢(a) # 0 dla pewnego a € k(h(B)), a wiec ¢ ¢ h(B).

Pierwsza czes¢ punktu 5. wynika wprost z definicji. Korzystajac z punktu 4.
uzyskujemy inkluzje

Wstawiajac B = k(FE) do drugiej cze¢éci punktu 2. otrzymamy drugie zawieranie.
Aby udowodnié punkt 6. zauwazmy, ze

h(k(E1)) Uh(k(E2)) C h(k(E1) Nk(E2)) = h(k(E1 U E»)).
WeZmy
o € h(k(Ey U Ey)) = h(k(Ex) N k(Es)) C h(k(Ey) - k(Es)).

Ostatnia inkluzja wynika stad, ze jadro kazdego zbioru jest idealem, a dla
takowych zachodzi IJ C I N J. Zaldézmy teraz, ze ¢ ¢ h(k(E2)) i weZmy
a € k(E3) speliajace p(a) # 0. Woéwczas dla wszystkich © € k(F;) mamy
p(x)p(a) = p(za) =0, a stad ¢ € h(k(E1)). O

Definicja 5.1.3. Okreélmy operacje F : P(9(A)) — P(M(A)), F(E) = E dla
E C M(A) za pomoca wzoru E = h(k(E)).

7 poprzedniego lematu mozemy uzasadni¢ wazne wlasnosci tej operacji.
Fakt 5.1.4. Odwzorowanie F jest operacjg domkniecia.
Dowdd. Musimy udowodni¢ nastepujace wzory dla podzbioréw 9t(A)

1. EfUE, = E|UE,

2. ECE

3. E=F

Punkt 1. to doktadnie punkt 6. poprzedniego lematu. Teraz, korzystajac z punk-

tu 5. wymienionego lematu mamy E C h(k(E)) = E. Dla dowodu ostatniego
punktu uzywamy drugiej czesci punktu 5.

][
I
=
=
>
=
5
~—
3
=
I
>
—
-
~—
=
I
]

Mozemy juz wprowadzi¢ gtéwna definicje tego podrozdziatu.
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Definicja 5.1.5. Topologig otoczki i jadra (hull-kernel topology) nazywamy to-
pologie na M(A) zadana przez operacje domkniecia F : P(OM(A)) — P(IM(A))

F(E)=FE = h(k(E)) dla E C M(A).
Te topologie bedziemy w skrocie nazywaé hk-topologia.
Whprost z domknietosci otoczek wynika nastepujaca uwaga.
Uwaga 5.1.6. hk-topologia na 9(A) jest stabsza niz topologia Gelfanda.

Whniosek 5.1.7. Niech A bedzie przemienng, zespolong algebrg Banacha z je-
dynkq. Wowczas M(A) jest quasi-zwarta w hk-topologii (to znaczy, ze z kazdego
pokrycia otwartego mozna wybraé podpokrycie skonczone, ale niekoniecznie jest
to przestrzen Hausdorffa).

Dowdd. A ma jedynke, wiec jak dobrze pamietamy 91(A) jest przestrzenia zwar-
ta. Biorac teraz dowolne pokrycie otwarte w hk-topologii widzimy, Ze jest to
takze pokrycie otwarte w topologii Gelfanda (hk-topologia jest stabsza), wiec
mozna z niego wybraé¢ podpokrycie skonczone. O

Whprost z definicji idealu maksymalnego modularnego wynika jeszcze jedna
prosta uwaga.

Uwaga 5.1.8. Niech A bedzie przemienna, zespolona algebra Banacha. Wow-
czas M(A) jest przestrzenia T1 (punkty sa domkniete) w hk-topologii.

Nastepny lemat pokaze, ze nasza nowa topologia zachowuje si¢ dobrze przy
typowych operacjach.

Lemat 5.1.9. Niech A bedzie przemienng, zespolong algebrqg Banacha, a I C A
idealem domknietym. Oznaczmy przez q : A — AJI odwzorowanie ilorazowe.

1. Odwzorownie ¢ : ¢ — @oq jest homeomorfizmem w hk-topologiach pomie-
dzy M(A/I) i domknietym podzbiorem h(I) C M(A).

2. Odwzorowanie p — g (obciecie do I) jest homeomorfizmem w hk-topologiach
pomiedzy otwartym podzbiorem IMM(A) \ h(I) C M(A) oraz M(I).

Dowdd. 1. Niech E C M(A/I) 1 € M(A/I). Wowczas
ker(¢()) = [p(0)] T ({0}) = (po @) T ({0}) = ¢~ (¢ ({0})) = ¢~ (kerp).

Wykazemy teraz nastepujaca réwnowaznosé
kerg O [\{kert) : ¢ € E} = k(E) ¢ kerg(p) O [ [{kerr : 7 € ¢(E)} = k(¢(E)).
Istotnie,
keryp O ("|{kery : ) € E} < (jedna implikacja wymaga chwili refleksji)
kerg(p) = ¢~ (kerp) 2 ¢ ((kery ¢ € B}) =
(o' (kery) : v € B} = ({kerg(v) : v € E} =
[{kerr : 7 € ¢(E)}.

89



Korzystajac z definicji otoczki, zauwazamy, iz wykazaliSmy rownowaznos$é

¢ € h(K(E)) < ¢(») € h(k(5(E))),

ktéra uzasadnia, ze E jest hk-domkniety wtedy i tylko wtedy ¢(F) jest hk-
domkniety.

2. Sprawdzamy latwo, ze odwzorowanie ¢ +— @ jest dobrze okreslone i rézno-
wartosciowe. Nieco trudniej jest uzasadnié¢ jego surjektywnosé, ktéra sprowadza
sie do wykazania, iz kazdy funkcjonal z ¢ € 9(I) mozna podniesé do funkcjo-
natu ¢ € 9M(A). Szkicowe rozwiazanie wyglada nastepujaco (szczegdly pozo-
stawiamy do samodzielnego namystu): istnieje xg € I o wlasnosci p(zp) = 1.
Kladziemy ¢(z) = p(zzo) dla z € A.

Wiedzac juz, ze odwzorowanie obciecia jest bijekcja znéw bedziemy dowodzié
réwnowazno$é dla dowolnego podzbioru E C M(A)\ h(I) oraz ¢ € M(A)\ h(I)

kery D ﬂ ({kery : ¢ € E}) &
ker(pr) =kerpnNI D ﬂ ({keryp :p e E})NI =
(({kery N1 : 49 € E}) = () ({ker(vp) : 9 € E}).

Tym razem implikacja z dotu do gory nie jest oczywista. Wezmy wiec = €
N ({kery : ¢ € E}). Wowezas dla kazdego y € I mamy

xyeﬂ({kerz/):z/)EE})ﬂICkergoﬂI,

czyli p(ay) = p(x)e(y) = 0 dla kazdego y € I. Tymczasem (y) = ¢r(y), a
wiec dla pewnego y € T mamy ¢(y) # 0, co daje p(z) = 0 i koficzy dowdéd. O

Na koniec tego podrozdzialu podamy jeszcze dwa lematy techniczne, ktérych
uzyjemy pozniej.

Lemat 5.1.10. Niech A bedzie przemienng, zespolong algebrg Banacha bez je-
dynki i niech a € A bedzie takie, Ze @ jest ciggle w hk-topologii. Wéwczas a jest
takze ciggle w hk-topologii na M(A.).

Dowdéd. Przez h oraz k bedziemy oznaczaé otoczke i jadro w odniesieniu do A,
za$ przez he, k. bedziemy oznaczaé te same operacje w odniesieniu do M (A,).
Niech E C 9M(A.). Zachodzi zawieranie

he(ke(E)) C h(k(ENIM(A))) U {pac}-
Istotnie, z zawierania E C (ENM(A)) U {¢wo } wynika
ke(E) D ke((ENM(A)) U{pc}).
Dalej,

ke((ENDM(A)) U{poc}) = ke((ENM(A)) Nke(poo) =
ke (E N ON(A)) N A = k(E N D(A)).
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Przykladajac teraz h. do obu stron zawierania k. (E) D k(ENM(A)) dostajemy
he(ke(E)) C he(K(ENIM(A))) = h(k(ENM(A))) U {poo}-

Niech F' bedzie niepustym zbiorem domknietym w plaszczyznie zespolonej i
niech E = {p € M(A.) : v(a) € F}. Z zalozenia o a zbiér E N M(A) jest
hk-domkniety w D(A). Mamy wykazaé, ze E jest hk-domkniety w 9 (A.). Roz-
réznimy dwa przypadKki.
Zatézmy, ze 0 € F. Wowczas ¢ € F 1 udowodnione wczesniej zawieranie im-
plikuje

he(ke(E)) C (ENM(A)) U{p} =E,

co koniczy uzasadnienie w tym przypadku.

Jesli 0 ¢ F, to poo ¢ E, a wicc E C M(A). Niech § = inf{|a| : « € F}. Wéw-
czas § > 01 |p(a)| > § dla wszystkich ¢ € E. Teraz, z domknietosci E oraz
faktu @ € Co(M(A)) wynika, ze E jest zwarty. Z poprzedniego lematu wiemy,
iz E = M(A/k(E)). Oznacza to zwartos¢ przestrzeni idealéw maksymalnych
modularnych algebry A/k(E). Bez trudu widzimy réwniez, ze jest to algebra
pélprosta (podzielilismy algebre A przez ideal zawierajacy te elementy, na kto-
rych zeruja sie wszystkie funkcjonaly liniowo - multiplikatywne dzialajace na
algebrze ilorazowej). Z twierdzenia 4.4.5 wynika, ze ta algebra ma jedynke. Sto-
sujac rachunek funkcyjny do elementu a mozemy zadziataé¢ funkcja okreslona na
otoczeniu spektrum jako f(z) = % otrzymujac element b € A czyniagcy zadosé
rownosci )

o(b) = 2@ dla p € E.

Teraz, okreslmy element x € A, jako
z =e—ab.

Woéwczas © spelnia ¢oo(v) = 1 oraz ¢(x) = 0 dla wszystkich ¢ € E. Stad
Yoo & he(ke(E)), a wiec

he(k.(E)) C h(k(E N9M(A))) = h(k(E)) = E.

Nalezy zwréci¢ uwage, ze wykonaliSmy pewne naduzycie, gdyz tak naprawde
stosowaliémy rachunek funkcyjny w algebrze A/k(E), a wiec tam tez znajdzie
sie element b. Nie jest to jednak duzy klopot ze wzgledu na to, iz mozemy
réwnie dobrze traktowaé E jako podzbiér M(A) (korzystajac z poprzedniego
lematu). O

Lemat 5.1.11. Niech I bedzie idealem domknietym w przemiennej, zespolonej
algebrze Banacha A i niech E bedzie hk-domknietym podzbiorem 9M(A) takim,
ze ENQ(I) =0 i k(E) jest idealem modularnym. Wowczas I zawiera jedynke
modulo k(E).

Dowdd. k(E) C I+ k(E), a wiec ten drugi ideal tez jest modularny.

h(I + k(E)) = h(I) N h(k(E)) = h(I) N E = 0.
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Zatem A = I+k(F) (inaczej istnialby ideal maksymalny modularny zawierajacy
I+k(FE)). Niech u € A spelnia uz —z € k(E) dla kazdego x € A (jest to jedynka
modulo k(E)). Teraz u = v + y, gdzie v € I oraz y € k(FE), a wiec

v —x =ux —x — yzx € k(E) dla wszystkich = € A.

Zatem v jest jedynka modulo k(E). O

5.2 Algebry regularne

Definicja 5.2.1. Niech A bedzie przemienng algebra Banacha. Powiemy, ze jest
to algebra regularna, jesli dla kazdego domknietego E C 9M(A) i g € M(A)\ E
istnieje x € A takie, ze pg(x) # 0 oraz p(z) =0dla p € E.

Mozna wykazaé, ze L'(G) dla dowolnej lokalnie zwartej grupy abelowej jest
algebra regularna, lecz nie jest to latwe. Omoéowimy krotko dwa inne przyktady.

Przyktad 5.2.2. 1. Kazda przemienna C* - algebra jest regularna. Wynika
to z twierdzenia Gelfanda - Najmarka oraz lematu Urysohna.

2. Algebra A(D) nie jest regularna, gdyz nie istnieje niezerowa funkcja holo-
morficzna zerujaca sie na domknietym zbiorze nieprzeliczalnym zawartym
we wnetrzu D.

Najblizsze twierdzenie wyjasni, dlaczego algebry regularne stanowia klase,
ktora warto sie zajmowac.

Twierdzenie 5.2.3. Dla przemiennej, zespolonej algebry Banacha A nastepu-
jace warunki sg rownowazne.

1. A jest reqularna.
2. hk-topologia i topologia Gelfanda na M(A) sq identyczne.

3. hk-topologia na M(A) jest Hausdorffa i kazdy punkt z M(A) ma hk-otoczenie
z jadrem modularnym.

Dowdd. 1. = 2. Zalézmy, ze A jest regularna i wezmy zbiér E C IMM(A) do-
mknigty w topologii Gelfanda. Wéwczas dla kazdego ¢ € 9MM(A) \ F istnieje
z, € A taki, ze Ty|p = 0 oraz T,(p) # 0. Znaczy to, iz k(E) € kery dla kazde-
go p € M(A) \ E, a wiec E = h(k(E)), co konczy dowdd tej implikacji.

2. = 3. Wystarczy pokazaé, ze kazde ¢ € MM(A) ma otoczenie z jadrem k(V')
modularnym. Ustalmy z € A o wlasnosci po(x) # 0 i niech

1
v ={ e ) s o)l > ool }
Jest to otwarte otoczenie g, ktérego domkniecie V jest zawarte w zbiorze

{oem: ot > Gt}

92



T € Co(M(A)), a wiec V jest zwarte. Teraz, z zalozenia i poprzednich wyni-
kéw, mamy V = h(k(V)) = M(A/k(V)). Zatem algebra A/k(V') jest pdlprosta
algebra Banacha o zwartej przestrzeni idealéw maksymalnych. W oparciu o
twierdzenie 4.4.5 wnosimy, iz jest to algebra z jedynka, czyli k(V') jest idealem
modularnym.

3. = 1. Niech E C M(A) bedzie zbiorem domknietym w topologii Gelfanda oraz
wo € M(A) \ E. Wybierzmy otwarte hk-otoczenie V' funkcjonalu g o jadrze
modularnym, czyli A/k(V) ma jedynke. Stad h(k(V)) = M(A/k(V)) jest zwar-
te w topologii Gelfanda, a wigc to samo dotyczy takze zbioru Ey = ENh(k(V)).
Wynika stad réwniez, ze Ey jest hk-zwarte. Dalej, ¢o ¢ Ep i hk-topologia jest
Hausdorffa z zalozenia. Standardowy argument pokryciowy pokazuje, ze ¢y moz-
na od Fy oddzieli¢ zbiorem hk-otwartym. Niech wiec U bedzie hk-otwartym
zawierajacym Fy takim, ze pg ¢ U = h(k(U)). Wéwczas istnieje y € A o wla-
snosci g (y) # 0, ale o(y) = 0 dla ¢ € U. Z drugiej strony, ¢o € V i M(A)\ V
jest hk-domknigte. Zatem istnieje z € k(9M(A)\ V) spelniajace ¢o(z) # 0. Niech
x = yz. Wowezas @ () = 0o (y)po(z) # 0 oraz p(x) = 0 dlap € (M(A)\V)UU.
Ostatecznie,

(MA)\V)UU D [MA)\ h(k(V)]U[ENh(k(V))] D E.
O

Pamietajac, ze topologia Gelfanda jest najstabsza topologia, w ktérej trans-
formaty Gelfanda wszystkich elementow sg ciggle otrzymujemy ponizszy wnio-
sek.

Whiosek 5.2.4. Przemienna, zespolona algebra Banacha A jest reqularna wte-
dy i tylko wtedy, gdy T jest ciggle w hk-topologii dla kazdego x € A.

Nastepne stwierdzenie pokaze, ze klasa algebr regularnych jest zamknieta na
branie idealéw, algebr ilorazowych oraz dolaczanie jedynki.

Stwierdzenie 5.2.5. Niech A bedzie przemienng, zespolong algebrg Banacha.
Wowczas

1. Jesli I jest domknictym idealem w A i A jest reqularna, to I oraz A/I sq
regularne.

2. A jest regularna wtedy i tylko wtedy, gdy A, jest regularna.

Dowdd. 1. Skoro A jest regularna, to hk-topologia zgadza sie z topologia Gel-
fanda (Twierdzenie 5.2.3). Z Lematu 5.1.9 odwzorowanie ¢ — ¢y jest home-
morfzizmem w hk-topologiach pomiedzy 9M(A) \ h(I) oraz M(I). To samo jest
prawda dla topologii Gelfanda, wigc na 9t(I) obie topologie sie pokrywaja i wy-
starczy znoéw zastosowaé¢ wymienione wczeéniej twierdzenie. Druga cze$é¢ punktu
1. dowodzimy analogicznie.

2. Jedli A, jest regularna, to A jest regularna na mocy czesci 1., bo jest do-
mknigtym ideatem w A.. Gdy A jest regularna, to z wniosku poprzedzajacego
stwierdzenie wiemy, iz T jest ciggle w hk-topologii dla kazdego = € A, co w
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oparciu o Lemat 5.1.10 implikuje, ze kazde Z jest ciggle na A, w hk-topologii i
wystarczy znéw zastosowaé¢ wniosek. O

W dalszej czesci naszych rozwazan przyda nam sie jeszcze jeden lemat.

Lemat 5.2.6. Niech I bedzie ideatem w przemiennej, zespolonej, regularnej
algebrze Banacha A. Wowczas dla kazdego po € IM(A) \ h(I) istnieje u € T
takie, ze u =1 na pewnym otoczeniu @g.

Dowdd. Skoro A jest regularna, to ¢g ma otoczenie V' z jadrem modularnym.
Przestrzenr M(A) jest lokalnie zwarta, a wiec spelnia aksjomat oddzielania T,
czyli mozemy znalez¢ zbiory otwarte U, S C 2M(A) takie, ze ¢o € U, h(I) C S
oraz UNS = . Stad UNS = i w szczegdlnosci UNh(I) = (). Zachodzi oczywista
inkluzja U NV C V, ktéra pociaga za soba k(V) C k(U NV). Zatem ideal
k(U NV) jest réwniez modularny i jak tatwo sprawdzi¢ (U NV) = k(U NV).
Korzystajac teraz z Lematu 5.1.11 ideal I zawiera element wu, ktéry jest jedynka
modulo k(U N'V). Wynika stad tatwou =1na UNV. O

Przechodzimy do waznego twierdzenia, z ktérego wyciagniemy potem nie-
zwykle uzyteczne wnioski.

Twierdzenie 5.2.7. Niech A bedzie przemienng, zespolong, regularng algebrg
Banacha, I idealem w A oraz K C M(A) zbiorem zwartym spelniajgcym K N
h(I) = 0. Wéwczas istnieje x € I takie, ze T|x =1 17 = 0 w pewnym otoczeniu
h(I).

Dowdd. Wykazemy najpierw istnienie y € I o wlasnosci yx = 1. Skoro K jest
zwarte, to na mocy poprzedniego lematu istnieja zbiory otwarte V; C 9t(A4) i
elementy u; € I, 1 < i <r takie, ze @;|y, =11 K C |J,_, V;. Definiujemy teraz
indukcyjnie ciag elementéw y; € A poprzez y; = uq oraz

Yigl = Yi +uip1 — Y1 dla 1 <i <r— 1L
Sprawdzamy tatwo, ze y; € I. Uzasadnimy teraz wlasnosé
gily v Vi=1.
Yj |U::1 i

Jest to prawda dla j = 1, wiec zalézmy prawdziwosé¢ tezy dla j i wywnioskujmy
dla j + 1. Niech ¢ € M(A). Wowezas

o(Yi+1) = @(y;) + p(ujr1) — oY) p(uj1) =

{ 1+ @(ujr) — e(ujpr) dla o € Ui, Vi

1dlap €V
Zatem y;11 = 1 na Ui:ll V;. Kladac y = y, otrzymujemy zadany element.
Uzasadnimy teraz, ze istnieje zbiér otwarty V' C 9 (A) o wlasnoéciach K C V,
V C M(A) \ h(I). Skoro K N h(I) =, to dla kazdego ¢ € K istnieje otoczenie
¢ € S oraz otoczenie h(I) C T spelniajace SNT = 0. Ze zwartoéci K mozemy
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wziaé¢ tylko skonczenie wiele otoczen, ktérych sume nazywamy V. Przecina-
jac otoczenia zbioru h(I), ktére odpowiadaja wybranym przez nas otoczeniom
punktéw z K uzyskujemy zbiér otwarty L D h(I). W ten sposéb gwarantujemy
sobie inkluzje V' C 9(A) \ h(I). Kontynuujac,

KN h(k(M(A)\V)) = KN (MA)\V) =0,

a wiec mozemy zastosowaé pierwsza czes¢ dowodu dla K oraz idealu J =
E(OM(A) \ V). Dzieki temu uzyskujemy element z € J speliajacy z|x = 1.
Przyjmijmy x = yz € I. Wowczas ¢(x) = 1 dla kazdego ¢ € K oraz

suppZ C suppz C V C M(A) \ h(1).
Zatem Zlgn 4\ = 01 h(I) C M(A) \ 'V, co koticzy dowdd. O
Czas na wnioski.

Whniosek 5.2.8. Kazda przemienna, zespolona, reqularna algebra Banacha jest
normalna, to znaczy dla kazdego zbioru domknietego E C IM(A) oraz zwartego
K Cc M(A), ENK = 0 istnieje x € A o wlasnosciach suppz C M(A) \ E,
Tl =1.

Whniosek 5.2.9. Niech A bedzie zespolong, przemienng, reqularng algebrq Ba-
nacha takqg, ze obraz transformacji Gelfanda jest zamkniety na sprzezenie zespo-
lone. Zaldimy, ze K i E sq rozlgcznymi podzbiorami domknietymi w MM(A) i Ze
K jest zwarty. Wowczas istnieje x € A o wlasnodciach ZT|g = 1,0 < T < 1 oraz
suppz C M(A) \ E.

Dowdd. Wiemy juz, ze istnieje y € A spelniajace y|x = 11 suppy C M(A) \ E.
Drzieki zalozeniu mozemy znalezé element z € A czyniacy zadoéé réwnosci 2 = 7).
Niech f(w) = sin®(Zw). Jest to funkcja catkowita, wiec mozemy okresli¢ z € A
kladaé¢ © = f(yz). Teraz

8)

.o, T
(9) = ¢(f(y2) = Fle()e(2) = sin®(S1(w)[)-
Nietrudno sprawdzié, ze taki element spelnia teze. O

Kolejny wniosek méwi o istnieniu jedynki, ale dla jego dowodu nie potrzeba
twierdzenia Szytowa o idempotentach.

Whniosek 5.2.10. Niech A bedzie przemienng, pélprostq, zespolong, reqularng
algebrg Banacha. Jesli M(A) jest zwarte, to A ma jedynke.

Dowdd. Dowdd nie przedstawia zadnych trudnosci - dowiedzione wezeéniej fakty
uzasadniajg istnienie ¢ € A o wlasnosci € = 1, a pélprostota zapewnia, ze jest
to jedynka. O

Nastepny wniosek to bardzo wazne twierdzenie o rozkladzie jednoéci, ktorego
bedziemy uzywaé¢ w dalszej czesci wyktadu.
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Whniosek 5.2.11. Niech A bedzie przemienng, zespolong, reqularng algebrg
Banacha. Zaldimy, ze K C M(A) jest zwarte, zas Uy, ..., U, sq¢ otwartymi
podzbiorami IM(A) spelniajocymi K C U;L:1 U;. Wéwczas istniejg elementy
ai,...,an € A 0 nastepujgcych wlasnodciach:

L. (@i+...+ay) |k =1
2. C/L}|m(A)\Uj =0 dlajzl,...,n,

Dowdd. Okredlmy ideaty I; = k(IM(A)\U;), j = 1,...,n. Wowczas h(l;) =
M(A) \ Uj. Przyjmijmy I = I + ...+ I,, i zauwazmy, ze

n n n

W) = (Y h(ly) = [ A\ Uj) = M(A)\ |J U;.

j=1 j=1 j=1

Stad h(I) N K = 0, czyli istnieje a € I spelniajace a|x = 1. Mozemy napisaé
a=a1+...+ap, gdzie a; € I; = k(M(A) \ U;), co konczy dowdd. O

Oméwimy teraz zagadnienie lokalnej przynaleznosci funkcji do algebry

Definicja 5.2.12. Niech A bedzie przemienna, zespolona algebra Banacha i
niech M C Aoraz f : M(A) — C. Powiemy, ze f nalezy lokalnie do M w punkcie
p € M(A), gdy istnieje z € M oraz otoczenie V punktu ¢ takie, ze Z(¢) = f(v)
dla v € V. Analogicznie, f nalezy lokalnie do M w nieskoniczonoéci, jesli istnieje
y € M oraz zbiér zwarty C' C MM(A) takie, ze y(v) = f(¢) dla ¢ € M(A) \ C.
Powiemy, ze f nalezy lokalnie do M, gdy f nalezy lokalnie do M dla kazdego
p € M(A) i w nieskonczonosci.

Udowodnimy teraz twierdzenie, z ktérego wynika w szczegélnosci, ze dla
algebry regularnej funkcja, ktéra jest lokalnie transformata Gelfanda jest tak
naprawde transformata Gelfanda pewnego elementu.

Twierdzenie 5.2.13. Niech A bedzie przemienng, zespolong, regularng algebrg
Banacha i niech I bedzie idealem w A. Zaldzmy, ze f : M(A) — C nalezy
lokalnie do I. Wéwczas istnieje x € I o wlasnosci T = f. W szczegdlnosci, jesli
A jest pdlprosta iy € A jest takie, Ze i nalezy lokalnie do I, to y € I.

Dowdd. Skoro f nalezy lokalnie do I w nieskoniczonosci, to istnieje zbiér zwarty
C C M(A) i element zy € I czyniacy zado$é réwnosci zg(v) = f(v) dla ¢ €
M(A) \ C. f nalezy réwniez lokalnie do I w kazdym punkcie C, wigc istnieja
zbiory otwarte Uy, ..., U, C 9M(A) i elementy z1,...,2, € I o wlasnosci C C
U?=1 Uj, Tj(p) = f(p) dla ¢ € Uj, 1 < j < n. Algebra A jest regularna, czyli
mozemy skorzystaé¢ z twierdzenie o rozktadzie jednosSci, aby otrzymac elementy
uy, ..., u, € A takie, ze

(W +...un)|c =1isuppi; C U; dlal <j<n.
Przyjmijmy u = Y77, u; oraz

n
T 1= To — Tou + E u;r; € 1.
j=1
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Niech ¢ € Uj_, U;. Wéwezas
> @i ()5 () = fl)ulp).
j=1

Pamigtajac, ze u(p) = 1 dla p € C 1 To(p) = f(p) dla ¢ ¢ C otrzymujemy dla
@ € M(A)

2(p) = zo()(1 — ulp)) + Z wj ()7 () =

To()(1 = u(p)) + fle)ule) = fe).

Wykazemy jeszcze jeden techniczny lemat.

Lemat 5.2.14. Niech A bedzie zespolong, przemienng, reqularng algebrg Bana-
cha oraz I niech bedzie ideatem w A. Wowczas T nalezy lokalnie do I w kazdym
punkcie inth(x) i w kazdym punkcie M(A) \ h(I).

Dowdd. Z definicji, Z(¢) = 0 dla ¢ € h(z), a wiec T nalezy lokalnie do I w
kazdym punkcie inth(z) (element zerowy jest w kazdym ideale). Jesli ¢ ¢ h(I),
to istnieje y € I taki, ze ¥ = 1 w pewnym otoczeniu V punktu . Teraz mamy

yr(v) = y()z(y) = 2(¢) dlap € V,
oczywiscie yx € I, a wiec & nalezy lokalnie do I w . O

Na koniec odnotujemy pewien wniosek, ktérego uzyjemy w nastepnym pod-
rozdziale.

Whniosek 5.2.15. Niech A bedzie polprostq, zespolong, przemienng, regularng
algebrg Banacha oraz niech x € A bedzie taki, ze T ma zwarty nosnik i h(I) N
suppZ = ). Wéwczas x € I.

Dowdd. Skoro T ma zwarty noénik, to Z nalezy lokalnie do I w nieskoniczonogci.
Z ostatniego lematu Z nalezy lokalnie do I dla kazdego ¢ € 9M(A) \ h(I) oraz
dla kazdego ¢ € h(I), bo z zalozenia

h(I) C M(A) \ suppZ = inth(z).

Wystarczy teraz zastosowaé twierdzenie o lokalnej przynaleznosci. O

5.3 Synteza spektralna
Wtasciwa ogdlnoscig dla tytutowych zagadnien jest klasa przemiennych, poét-

prostych i regularnych algebr Banacha. Jak pamietamy, oznacza to, ze trans-
formacja Gelfanda jest réznowarto$ciowa oraz hk-topologia na 9t(A) pokrywa

97



sie z topologia Gelfanda. Przypominamy, iz w poprzednich podrozdzialach z
domknietym podzbiorem E C MM(A) zwiazaliSmy domkniety ideal

k(E) ={a € A:a(p) =0 dla wszystkich ¢ € M(A)}.

Ponadto, okresliliémy otoczke domknietego ideatu I jako domkniety podzbiér
M(A):
h(I) = {p € M(A) : o(I) = {0}}.

Woéwcezas h(k(E)) = E, a wigc odwzorowanie I — h(I) ze zbioru wszystkich
domknietych ideatéw A do klasy wszystkich domknietych podzbioréw 9t(A)
jest surjekcja. Problem syntezy spektralnej odnosi sie do pytania, kiedy to prze-
ksztalcenie jest réznowartosciowe lub, w wiekszej ogdlnosci, dla jakich domknie-
tych podzbioréw E C IM(A) ideal k(E) jest jedynym idealem w A, ktérego
otoczka jest réwna F.

Przykltad 5.3.1. Niech A bedzie przemienng C*-algebrag A. Wéwczas z twier-
dzenia Gelfanda-Najmarka transformacja Gelfanda zadaje izometryczny izomor-
fizm A na Cy(IM(A)). Co wiecej, dla dowolnej przestrzeni lokalnie zwartej X po-
trafimy opisa¢ domkniete idealy w Cy(X). Rzeczywiscie, na mocy poprzednich
wynikéw istnieje bijekcja pomiedzy domknietymi podzbiorami X a domknietymi
idealami w Cy(X) zadana przez

Y = I(Y)={f € Co(X): f(x) =0 dla wszystkich z € Y'}.

Zatem przeksztalcenie E — k(FE) jest bijekcja pomiedzy zbiorem domknigtych
podzbioréw 9M(A) i zbiorem domknietych idealéw w A. Oznacza to, ze synteza
spektralna zachodzi dla dowolnej przemiennej C*-algebry.

Korzystajac z lematow udowodnionych w poprzednim podrozdziale mozemy
udowodnié, iz dla danego domknietego podzbioru E C 9M(A) istnieje najmniej-
szy ideal w A o otoczce réwnej E.

Definicja 5.3.2. Dla domknietego podzbioru E C M(A) okreslamy ideal j(E)
w A jako

J(E) = {z € A: T ma zwarty noénik oraz suppz N E = 0}.
Jesli E jest singletonem {p}, to piszemy po prostu j(p) zamiast j({p}).

Twierdzenie 5.3.3. Niech I bedzie idealem w polprostej i reqularnej przemien-
nej algebrze Banacha A oraz niech E bedzie domknietym podzbiorem 9M(A).
Woéwezas h(I) = E wtedy i tylko wtedy, gdy j(E) C I C k(E). W szczegdlnosei,
J(E) jest najmniejszym domknictym idealem w A o otoczce réwnej E.

Dowdéd. Zalézym najpierw, ze j(E) C I C k(E). Wowczas, z regularnosci A,
mamy

E = h(k(E)) € h(I) C h(j(E)).
Aby zakoniczy¢ dowdd pierwszej implikacji wystarczy uzasadnié zawieranie h(j(E)) C
E. Wezmy wiec ¢ € M(A)\ E i wybierzmy warunkowo zwarte otwarte otoczenie

98



U funkcjonatu ¢ o wlasnosci UNE = ) (najpierw z aksjomatu T3 oddzielamy ¢
od E zbiorami otwartymi, a potem przecinamy znalezione otoczenie ¢ z istnieja-
cym z lokalnej zwartosci M (A) otoczeniem warunkowo zwartym). Z regularnosci
A istnieje = € A takie, ze

Z(p) = 1 oraz Z|onaypu = 0.

Stad 7 ma zwarty no$nik i znika na otwartym otoczeniu 9(A) \ U zbioru E.
Zatem x € j(E), ale ¢(x) # 0, co dowodzi ¢ ¢ h(j(E)).

Na odwrét, zatézmy ze h(I) = E. Wtedy I C k(h(I)) = k(FE) orazjesliz € j(E),
to Z ma zwarty nosnik, a takze h(I) N suppZ = ), co pociaga za soba = € I na
mocy Whniosku 5.2.15. O

Wprowadzimy teraz kluczowe definicje.

Definicja 5.3.4. Niech A bedzie przemienna algebra Banacha i niech £ C
M(A) bedzie podzbiorem domknietym.

1. E nazywamy zbiorem syntezy spektralnej lub po prostu zbiorem synte-
zy, gdy k(FE) jest jedynym domknigtym idealem w A o jadrze réwnym
E. Powiemy, ze synteza spektralna zachodzi dla A, gdy kazdy domkniety
podzbiér E C M(A) jest zbiorem syntezy.

2. E nazywa si¢ zbiorem Ditkina dla A, gdy dla kazdego = € k(FE) istnieje
ciag (yx)72, w j(E) taki, ze ypx — x przy k — oc.

3. A jest tauberowska, gdy zbiér wszystkich z € A o zwartym nosniku trans-
formaty Gelfanda, jest gesty w A.

Warto tutaj poczynié pewna uwage.

Uwaga 5.3.5. Zalézmy, ze A jest péiprosta i regularna. Wéowcezas Twierdzenie
5.3.3 pokazuje, ze domkniety podzbiér E C 9(A) jest zbiorem syntezy wtedy
i tylko wtedy, gdy k(E) = j(E), a takze E jest zbiorem Ditkina wtedy i tylko
wtedy, gdy E jest zbiorem syntezy oraz x € xk(FE) dla kazdego = € k(E).
Co wigcej, A jest tauberowska dokladnie wtedy, gdy @ jest zbiorem syntezy
spektralnej.

Uzywajac posiadanej wiedzy udowodnimy na koniec twierdzenie zawierajace
klasyczne twierdzenie Tauberowskie Wienera.

Twierdzenie 5.3.6. Niech A bedzie przemienng, reqularng, polproste algebrg
Banacha i zalézmy, ze A jest tauberowska. Wéwczas h(I) # 0 dla kazdego wia-
Sciwego domknietego ideatu I w A. W szczegdlnodci, jesli a € A spelnia a(p) # 0
dla kazdego o € M(A), to ideal Aa jest gesty w A.

Dowdd. Niech I bedzie wlasciwym domknigtym idealem takim, ze h(I) = 0.
Wowezas z Twierdzenia 5.3.3 j(0) C I, ale j(()) jest ggste w A, bo A jest taube-
rowska. O
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Omoéwimy jeszcze najpopularniejszy kierunek badan nad synteza spektralna.

Pytanie 5.3.7. Czy suma dwdch zbiorow magjgcych synteze spektralng ma syn-
teze spektralng?

Odpowiedz na to pytanie jest negatywna nawet jesli zalozymy, ze przestrzen
Gelfanda rozpatrywanej algebry jest dyskretna. Kontrprzyktadem jest algebra
Mirkila zdefiniowana jako

M = {f € L2<T) : f|[7%’%} jest Ci@gla},

Z norma

IF1 = V2rllfllz + 11— 2,51

i mnozeniem splotowym. Okazuje sie, ze jest to przemienna, polprosta i regular-
na algebra Banacha, ktérej przestrzenia idealéw maksymalnych jest Z. Mozna
udowodnié, ze zbiér 2Z C M (M) = Z nie ma syntezy spektralnej, ale zbiory 4Z
oraz 47 + 2 juz tak.

Wobec istnienia algebry Mirkila warto ograniczy¢ nasze rozwazania do algebr
grupowych. Zachodzi nastepujace stynne twierdzenie.

Twierdzenie 5.3.8 (Malliavin). Algebra L'(G) ma synteze spektralng wtedy i
tylko wtedy, gdy G jest zwarta.

Najbardziej namacalnym przykladem zbioru bez syntezy spektralnej jest

sfera S"~! C R™ dla n > 3, ktéra nie jest zbiorem syntezy spektralnej dla
LY(R") (przyktad Schwartza).
Na koniec, odnotujmy jeszcze ze zadane uprzednio pytanie (czy suma
dwéch zbioréw majacych synteze spektralng ma synteze spektralng)
dla algebr L!(G) (G - niezwarta) jest problemem otwartym nawet dla
G =7.

5.4 Algebra L'(R")

Zachodzi wazne twierdzenie, ktérego nie bedziemy tutaj dowodzic.
Twierdzenie 5.4.1. Algebra L'(R™) jest reqularna.

Powyzszy fakt (prawdziwy réwniez w wiekszej ogélnosci - dla dowolnej lo-
kalnie zwartej grupy Abelowej) pozwala nam badaé algebre L!'(R™) uzywajac
niedawno poznanych metod.

Kolejnym standardowym stwierdzeniem jest tauberowskosé¢ algebry L!(R™) do-
wodzona zwykle w ramach kursu analizy harmonicznej (warto zwrdcié uwage,
iz transformata Gelfanda f € L'(R™) to po prostu transformata Fouriera).

Stwierdzenie 5.4.2. Algebra L'(R™) jest algebrq Tauberowskq.

Wprowadzimy teraz definicje podprzestrzeni niezmienniczych w L!(R™).
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Definicja 5.4.3. Domknieta podprzestrzenn V C L'(R™) nazywamy niezmien-
nicza, gdy f € V pociaga za soba f, € V dla kazdego = € R", gdzie f,(y) =

fly — ).

Okazuje sig, ze domkniete podprzestrzenie niezmiennicze to doktadnie do-
mknigte idealy, co wyjadnia glebokie zwiazki pomiedzy analiza harmoniczna i
teoria algebr Banacha.

Twierdzenie 5.4.4. Kaida domknicta podprzestrzeri niezmiennicza L'(R™)
jest idealem i na odwrot - kazdy domkniety ideal jest podprzestrzeniq niezmien-
niczq.

Dowdd. Dla f,g € L*(R") oraz ¢ € L>°(R") zachodzi

(f % g% 6)(0) = / (f * 9)(~2)d(x)dz = / o) (Fr Ay (6.1)

n n

Zatézmy, ze I jest domkniety podprzestrzenia niezmiennicza i niech ¢ anihiluje
I (jako funkcjonal na L'(R™) oraz niech f € I. Oznacza to, ze

f(=y)o(y)dy = 0, co pociaga za soba
R"I,

fl@—y)é(y)dy = 0 dla kazdego = € R"™, bo f, € I.
R"l

Stad f * ¢ = 0. Z tozsamosci (5.1) ¢ anihiluje f * g dla kazdego g € L*(R™).
Twierdzenie Hahna-Banacha f x g € I, wiec I jest idealem.

W druga strone, jesli I jest domknietym ideatem i ¢ anihiluje I oraz f € I, to
f *g € I dla dowolnego g € L'(R"™), a zatem z réwnania (5.1) f * ¢ anihiluje
kazde g € L'(R™), czyli f * ¢ = 0. Wobec tego ¢ anihiluje dowolne przesuniecie
f, co w oparciu o twierdzenie Hahna-Banacha konczy dowdéd. O

Odnotujmy jeszcze kilka rownowazny form twierdzenia Tauberowskiego Wie-
nera.

Twierdzenie 5.4.5 (Tauberowskie Wienera). Zachodzq nastepujgce fakty.

1. Jesli I jest domknietym ideatem w L'(R™) takim, ze h(I) = 0, to I =
LY(R™).
2. Kazdy domkniety ideat wilasciwy w L*(R™) jest zawarty w ideale maksy-

malnym modularnym.

3. Przesunigcia f € LY(R™) sq liniowo geste w L*(R™) wtedy i tylko wtedy,
gdy f(x) #0 dla kazdego f € L'(R").

Dowdd. Pierwsze dwa punkty to tatwe przeformutowania Twierdzenia 5.3.6. Dla

dowodu punktu 3. niech I bedzie najmniejszym domknietym ideatem w L*(R™)

zawierajacym f. Z Twierdzenia 5.4.4 I jest przestrzenia rozpieta przez przesu-
niecia f. Skoro h(I) = h(f) to zastosowanie punktu 1. koficzy uzasadnienie. [
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Poznamy teraz klasyczny przyklad Schwartza bardzo regularnego zbioru bez
syntezy spektralne;j.

Twierdzenie 5.4.6 (Schwartz). Sfera jednostkowa S w R3 nie jest zbiorem
syntezy spektralnej dla L' (R?).

Dowéd. Niech f bedzie odwrotna transformata Fouriera ¢ € C§°(R3), czyli
f@)=[ ¢(y)e™Vdy dlaz € R’.
R3

Woéwezas odwrotna tranformata % jest —ixy f(x). Skoro wszystkie pochodne ¢
saw L1(R3), to |z[P|f(z)] € L®(R3) dlap =0,1,2,..., azatem f € L*(R?), czy-
li C°(R3) € A(R3) := {g: g € L*(R3)} ze standardowych faktéw o transforma-
cie Fouriera. Niech J bedzie zbiorem tych f € L'(R3), dla ktérych fe C§°(R™)
oraz f(y) = OAdla y € S i niech I bedzie zbiorem tych f € J, ktore spelniaja
dodatkowo % = 0 na S. Wéwczas I oraz J sa podprzestrzeniami niezmienni-
czymi L'(R"). Latwo zauwazyé, ze h(I) = h(J) = S.

Udowodnimy, ze I # J wskazujac funkcjonal liniowy, ktéry anihiluje I, ale nie
J. Niech p bedzie miara jednostajna na S. Jej odwrotna transformata Fouriera-
Stieltjesa jest

u(x) = / e Vdu(y) dla z € R3.
s

Ustalmy =z € R3 i wprowadZmy wspoélrzedne sferyczne na E z biegunem w
punkcie Tl Wowezas

:
1 27 T ' .
) = o [ o [ ngap = L
0 0

- 47 |z|

Zatem |r17i] < 1 dla z € R3 i wyrazenie
of = [ fenid(-o)is
R3

okredla ograniczony funkcjonal na L'(R3). Jesli f € C3°(R3), to zif(z) €
LY(R3) i stad

Of = /R3 xlf(x)dx/se_m'yd,u(y) = i(2m)3 g g—;ldu.

Zatem ®f =0, gdy f € I. Jednak jasne jest, ze istniejg funkcje w J, dla ktérych
ostatnia catka jest rézna od zera. O

Podamy na koniec szeroka klase zbiorow syntezy spektralne;j.

Definicja 5.4.7. Powiemy, ze domkniety podzbiér E C R™ jest cialem gwiaz-
dzistym, gdy istnieje punkt wewnetrzny py € E o tej wlasnosci, iz kazda prosta
przechodzaca przez punkt pg przecina E w co najwyzej dwoch punktach.
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Stwierdzenie 5.4.8. KazZde cialo gqwiaZdziste w R™ jest zbiorem syntezy spek-
tralnej.

Dowdéd. Bez straty ogdlnodci mozemy zalozyé, ze pg = 0. Wezmy f € L'(R")
spelniajace f=0na E iniech a € (0,1). Dobierzmy § € R tak, aby af =1
i potézmy g(z) = f(Bz), x € R". Wéwezas g(y) = a"f(ay). Skoro o < 1,
to g(y) = 0 na otwartym zbiorze zawierajacym E. Oczywiscie g € j(E) oraz
llg — fll1 < e dla 3 dostatecznie bliskiego 1. O
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Rozdziat 6

Tematy uzupelniajgce

6.1 Dodatek A: Funkcje holomorficzne i catko-
wanie

Definicja 6.1.1. Niech X bedzie przestrzenia Banacha oraz v : [a,b] — C
krzywa prostowalna. Wéwczas dla funkeji f : v([a, b]) — X rozwazamy podzialy

3={a=tg<t1 <...<t, =0}

odcinka [a, b]. Niech 6(3) = max{t; —t;_1 : 1 < j < n}. Jesli istnieje granica
> (v(t5) = ¥(ti—)) (),

lim
5(3)—0 4=
Jj=1

to nazywamy ja calka Riemanna z funkcji f wzdtuz krzywej v i oznaczamy

L F(2)dz.

Przypomnimy teraz klasyczne twierdzenie, ktérego nie bedziemy tutaj do-
wodzi¢, gdyz dowdd jest analogiczne do tego znanego z kursu analizy.

Twierdzenie 6.1.2. Niech X bedzie przestrzenig Banacha oraz v : [a,b] —
C krzywq prostowalng. Wowczas dla kazdej funkcji cigglej f : v([a,b]) — X
istnieje catka Riemanna z funkcji f wzgledem krzywej ~y.

Istnieje réwniez inne podejscie do catkowania funkcji o wartoéciach wekto-
rowych zwane catkq slabg.

Definicja 6.1.3. Niech p bedzie miara na przestrzeni mierzalnej @ i niech X
bedzie przestrzenia Banacha. Dla funkcji f : Q — X zdefiniujmy

(Af)(q) =A(f(¢g)) dlage Q oraz A € X*.
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Zal6zmy, ze funkcja f jest taka, ze funkcje skalarne A f sa catkowalne dla kazdego
A € X*. Jedli istnieje wektor y € X taki, ze

Ay = / (Af)du dla wszystkich A € X*,
Q

to definiujemy catke staba z f po @ jako

y= /Qfdu-

Zauwazmy, ze twierdzenie Hahna - Banacha zapewnia jednoznaczno$c¢ stabej
calki (o ile ona istnieje). Relacja z calka Riemanna jest réwniez prosta - poniewaz
calka Riemanna wzdluz krzywej jest mocna granica sum Riemanna mozna wejsé
z funkcjonatami pod granice, co prowadzi do ponizszego faktu.

Fakt 6.1.4. Niech X bedzie przestrzeniq Banacha oraz f funkcjg o wartosciach
w X okreslong na v([a,b]), gdzie v : [a,b] — C jest krzywaq prostowalng. Wow-
czas, jesli f ma calke Riemanna wzdluz krzywej v, to ma calke stabg na v([a, b))
1 8¢ one rowne.

Przy rozwazaniu funkcji o wartoéciach w algebrze Banacha przydatna jest
mozliwo$¢ mnozenia calki przez elementy algebry, o ktérej mowi ponizsze stwier-
dzenie (odnosi si¢ ono w mys$l powyzszego faktu w szczegdlnosei do funkeji, ktére
maja catke Riemanna).

Stwierdzenie 6.1.5. Niech A bedzie algebrq Banacha oraz f : Q — A bedzie ta-
ka, zZe calka staba po @ wzgledem pewnej miary borelowskiej p istnieje. Wowczas
dla kazdego x € A zachodzi

o [ sn= [ 2 ute) om: ( / ) o= | st

Dowdéd. Oznaczmy przez L, : A — A operator lewostronnego mnozenia przez
x, czyli Lp(y) = zy dla y € A i niech A bedzie ograniczonym funkcjonalem
liniowym na A. Wéwczas AL, € A*, a wiec z definicji caltki stabej

AL, /(b2 Fdu = /Q (AL, f)dp = A /Q L. fdp.

Powyzsza tozsamo$é zachodzi dla wszystkich A € A*, czyli

L. /Q fp = /Q L, fdp,

co jest dokladnie teza (dla dowodu drugiej czesci zamieniamy mnozenie lewo-
stronne na prawostronne). O

Dla kompletnosci udowodnimy réwniez twierdzenie o istnieniu stabej cal-
ki wzgledem miary dodatniej (symbol conv(f(Q)) oznacza domknieta otoczke
wypuktle zbioru f(Q)).
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Twierdzenie 6.1.6. Niech QQ bedzie przestrzeniq zwartg, X - przestrzeniq Ba-
nacha oraz miech f : Q — X bedzie funkcjg ciggle. Wowczas, dla dowolnej
dodatniej miary borelowskiej u na Q istnieje catka staba

Y= / fdu o dodatkowej wlasnosci y € conv(f(Q)).
Q

Dowdd. Bedziemy patrze¢ na X jako na rzeczywista przestrzen liniowa. Po-
nadto, bez straty ogélnosci mozemy zakladac, iz miara p jest probabilistyczna.
Niech H = conv(f(Q)). Mamy wykazaé, ze istnieje y € H o wlasnosci

Ay/Q(Af)d,u (6.1)

dla A € X*. Niech L = {A4,...,A,} bedzie skoficzonym podzbiorem X* i przez

Ep oznaczmy zbiér wszystkich y € H spekniajacych (6.1) dla A € L. Zbiér Ef,
jest domkniety z ciggloéci funkcjonaléw, a wiec jako podzbiér H jest zwarty
(fakt, ze H jest zwarte wynika z ogdlnego faktu - domknieta otoczka wypukla
zbioru zwartego jest zwarta). Zauwazmy, ze Er, N Er, = Er,uL,, co dowodzi
natychmiast, iz rodzina {Ef, : L C X* skoniczone podzbiory} ma wlasnosé skon-
czonych przecieé (jest scentrowana), o ile kazdy ze zbioréw FE, jest niepusty. Z
wlasnosci przestrzeni zwartych wynikaé bedzie istnienie slabej calki, gdy uza-
sadnimy niepusto$¢ Ep, dla wszystkich L. Zwr6émy uwage, ze zbiér L definiuje
odwzorowanie z X do R", ktére oznaczmy réwniez przez L, okreslone wzorem
L(z) = (A1(z),...,An(x)). Niech K = L(f(Q)). Oczywiscie odwzorowanie L
jest ciagle, wiec K jest zwartym podzbiorem R™. Polézmy

miz/(/\if)du dlaie{1,...,n}.
Q

Wykazemy, ze m = (my, ..., m,) nalezy do powloki wypuklej K. Istotnie, jesli
punkt ¢t = (t1,...,¢,) € R™ nie nalezy do conv(K), to pamietajac ze conv(K)
jest zwarte (w szczegdlnoscei domknigte) mozemy zastosowaé twierdzenie Hahna-
Banacha o rozdzielaniu do puntku ¢ i zbioru conv(K). Dzigki znajomosci postaci
funckjonatéw liniowych na R™ dostajemy istnienie liczb ¢y, ..., ¢, € R™ spelnia-
jacych
n n
Z ciuy < Z ¢it; dla dowolnego u = (uq,...,uy,) € K.
i=1 i=1

Stad
ZCiAif(Q) < Zciti dla g € Q.
i=1 i=1

Scatkowanie wzgledem miary u daje teraz Y ¢;m; < > ¢;t;, co uzasadnia t # m.
Wykazalidmy wobec tego m € conv(K). Dalej, m € conv(K) = conv(L(f(Q))) =
L(conv(f(Q))) = L(H). Zatem istnieje y € H takie, ze m = Ly, czyli

Aiy:mi:/(/\if)du dlaie{1,...,n},
Q
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a wiec y € Er, co konczy dowdd. O

Rozwazania dotyczace calek z funkcji o warto$ciach wektorowych zakonczy-
my dowodem nieréwnosci tréjkata.

Fakt 6.1.7 (Nieréwno$é tréjkata). Niech Q bedzie przestrzeniq zwartq i niech X
bedzie przestrzeniq Banacha. Jesli f : Q — X jest funkcjq ciggle, a pu dodatnig

maarg borelowskq na Q, to
I [ faull< [ 1fldn
Q Q

Dowdd. Potézmy y = ffd,u. 7 twierdzenia Hahna-Banacha istnieje A € X*
spelniace ||[A|| =1 oraz Ay = ||ly||. W szczegdlnosci mamy |Af(s)| < || f(s)] dla
s € Q. Zatem,

M=M:Ammm§émw.
O

Przechodzimy teraz do zagadnien zwigzanych z funkcjami holomorficznymi
o warto$ciach wektorowych. Jak sie domys$lamy, istnieja dwie naturalne definicje
tego pojecia.

Definicja 6.1.8. Niech X bedzie przestrzenia Banacha, €2 otwartym podzbio-
rem C oraz f: Q+— X. Funkcje f nazwiemy:

e stabo holomorficzng w ), gdy Af jest funkcja holomorficzng dla kazdego
A e X*

e mocno holomorficzng w Q, gdy dla kazdego z €  istnieje (w normie X)

granica
o F0) = £2)
w—z W —Z

7Z ciagloéci funkcjonaléw wynika tatwo, ze kazda funkcja mocno holomorficz-
na jest stabo holomorficzna. Udowodnimy zaraz wazne twierdzenie odwrotne,
pamigtajac ze dla krzywej zamknietej I' nie przechodzacej przez z € C indeks
tego punktu wzgledem I' bedziemy oznaczaé¢ przez Indr(z). Jak pamietamy z

teorii funkcji analitycznych
dg
Indr(z) = / .
o) = [ 7=

Twierdzenie 6.1.9. Niech Q) bedzie otwartym podzbiorem C i niech X bedzie
zespolong przestrzeniq Banacha. Zalozimy, ze f : Q — X jest funkcjg stabo
holomorficzng. Wowczas

1. f jest mocno ciggla na S2.
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2. Prawdziwe sq twierdzenie Cauchy’ego i wzor catkowy Cauchy’ego: jesli T’
jest sensowng krzywq zamknietq w ) takq, ze Indr(w) = 0 dla wszystkich

w ¢ Q, to
/ f()de =0
T
1

f(2) = /F (€~ 2) L (©)de

T 2mi

oraz

dla z € Q takich, zZe Indp(z) = 1. Jesli I'y i T's sq zamknietymi krzywymi
w Q takimi, ze Indr, (w) = Indr, (w) dla wszystkich w ¢ Q, to

f&dg = [ f(&)dE.
Iy o

3. f jest mocno holomorficzna w 2.

Dowdd. Zaczynamy od dowodu punktu pierwszego. Zalézmy, ze 0 € 2. Wyka-
zemy, ze [ jest mocno ciagla w zerze. Mozemy bez straty ogélnosci zakladacé, ze
f£(0) =0, a wiec (Af)(0) = A(f(0)) = 0. Przyjmijmy oznaczenie

B, ={zeC:|z|<r}.
Woéwcezas dla pewnego r > 0 zachodzi By, C . Niech I' bedzie brzegiem Ba,.

(okregiem) z dodatnig orientacja. Ustalmy A € X*. Wiemy, ze Af jest holomor-
ficzna, wiec dla 0 < |z| < 2r mamy

AN 1 [ (AHE
s o e ae®

Oznaczmy przez M (A) maksimum funkeji |Af| na Ba,.. Wtedy, dla 0 < |z| < r

mamy oszacowanie
000 210y
(E—2)| ° 227

a wiec dla 0 < |z| < r dostajemy

2 TIA(f(2))] < 7 TTM(A).

{f(;):0<|z<r}

jest stabo ograniczony w X. Z twierdzenia Banacha - Steinhausa jest on silnie
ograniczony, czyli istnieje stala C' > 0 taka, ze

f I

T<Cdla0<\z|<r
z

Oznacza to, ze zbidr

Zatem ||f(2)]] < Clz| dla 0 < |z| < r, co dowodzi mocnej ciaglosci w punkcie 0.
Z punktu 1. wszystkie calki wystepujace w tezie punktu 2. istniejg jako calki
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Riemanna. Z teorii zwyczajnych funkcji holomorficznych wiemy, ze wszystkie
wymienione fakty sa prawdziwe po podstawieniu Af zamiast f. W oparciu o
Fakt 6.1.4 konczymy dowdd tego podpunktu.

Rozpoczynamy tak jak w dowodzie punktu 1. (uzasadnimy silna holomorficznosé
w zerze 1 przyjmujemy f(0) = 0) - By, C Q oraz I to brzeg Bs,.. Zdefiniujmy

1 _
v= 57 | €2

f(2)

Napiszmy dla 0 < |z| < 2r

=y + h(z).
Woéwezas w oparciu o wzdér Cauchy’ego dostajemy

pey =12 —y= b [ L g L [

z omi Jp (€ — 2)€ 2mi

_z f(&)
“om o2 ™

Parametryzujac okrag i korzystajac ze wzoru na caltke krzywoliniowa otrzymu-

jemy
z [T f(2re')
h(z) = — ————df.
(2) 27 [ 2ret? (2rei? — 2)

Niech M bedzie maksimum funkeji f na I'. Wéwezas, dla 0 < |z| < 7 uzyskujemy
oszacowanie

Mz
M)l < Sats

a wiec y jest mocna pochodnag f w punkcie 0. O

Odnotujmy jeszcze uogdlnienie twierdzenie Liouville’a na funkcje o warto-
Sciach wektorowych.

Twierdzenie 6.1.10 (Liouville). Niech f : C — X bedzie ograniczong funkcjq
stabo holomorficzng na calej plaszczyznie zespolonej. Wowczas f jest stala.

Dowdéd. Niech A € X*. Wéwczas, z definicji, funkcja z — A f(z) jest calkowita
oraz zachodzi oszacowanie

IAf < IA] - sup [ f(2)]] < oo
zeC

Z klasycznego twierdzenia Louville’a funkcja z — A f(2) jest stala. WeZmy dwie
dowolne liczby z1, 2o € C. Wobec powyzszego, dla dowolnego A € X* zachodzi

A(f(21)) = A(f(22)) & A(f(21) = f(22)) = 0.

Teraz zastosowanie twierdzenia Hahna-Banacha konczy dowod. O
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6.2 Dodatek B: Twierdzenie Cohena o faktory-
zacji

W tym podrozdziale udowodnimy klasyczne i bardzo uzyteczne twierdzenie Co-
hena o faktoryzacji. Zacznijmy od wprowadzenia pojecia jedynki aproksymacyj-
nej.

Definicja 6.2.1. Niech A bedzie algebra Banacha. Ciag uogélniony (ey)rea na-
zywamy lewostronna (prawostronna) jedynka aproksymacyjna, gdy dla kazdego
x € A zachodzi

li —z|| = li —zll=0].
)\len;l\He,\.’E x| 0<A1€rr/1\|xe>\ x| 0>

Jedynka aproksymacyjna nazywamy ciag uogoélniony, ktéry jest jednocze$nie
lewo- i prawostronng jedynka.

Lewostronna jedynke aproksymacyjna nazywamy ograniczona, gdy istnieje stata
C > 0 taka, ze |ey]| < C dla kazdego A € A.

Wiele klasycznych typow algebr ma ograniczone jedynki aproskymacjne.
Przyklad 6.2.2. 1. Kazda C*-algebra ma ograniczong jedynke aproksyma-
cyjna.
2. Algebra L'(G) dla dowolnej lokalnie zwartej grupy Abelowej ma jedynke
aproksymacjna.
Jako przygotowanie przypomnijmy sobie nastepujacy lemat.

Lemat 6.2.3. Niech A bedzie algebrq Banacha z jedynkq oraz a,b € A. Za-
t6imy, ze b € G(A) oraz |la — b|| < %[|b71|7!. Wowczas a € G(A) oraz
la™t =71 < 2/[b~*[la — b].

Ponadto gdy dla ustalonego ¢ € (0,1) oraz e € A spelniajgcego ||e|]| < K polozy-
my E:=1—c+ce, to E jest odwracalne, o ile 0 < ¢ < KL—H oraz |E7Y| < 2,
gdy 0 <c< %ﬁ

Udowodnimy teraz pewne uogdlnienie klasycznego twierdzenia Cohena (zo-
bacz: Mortini, Raymond: A simpler proof of Cohen’s factorization theorem’.
Amer. Math. Monthly 126 (2019), no. 5, 459-463.)

Twierdzenie 6.2.4. Niech A bedzie algebrg Banacha z jedynkq oraz niech 1
bedzie wlasciwym domknietym idealem lewostronnym (A -1 C I), ktdry ma
ograniczong lewostronng jedynke aproksymacying (ex)aea speiniajgcg |ler|| < K
dla A € A. Wéwczas zachodzg nastepujgce fakty:

1. Dla kazdego f € I istniejg g, h € I takie, Ze f = gh.
2. Dla kazdego § > 0 istniejg g, h € I spelniajgce:

o f=gh,
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e gl <K
o |[h—flI<é
e hec Af

Dowdd. Ustalmy f € I, 0 < § < 1iniech 0 < ¢ < m.

go = 1. Uzasadnimy, ze istnieja e, = ey, z A, € A takie, ze

Potézmy

1. Element g, :=1+c¢Y ;_, (1 —¢)* (ex, — 1) jest odwracalny w A,

2. gt — gt fIl < ‘i dlan € N.

Zalézmy, ze powyzszy ciag zostal juz skonstruowany i sprawdzmy warunek z
tezy twierdzenia.

Polézmy h,, = g;'f. Wéwcezas h, € Af C I oraz ||hy, — hyp_1] < &, co w
polaczeniu z nieréwnoscia || hy, — Iy || < Z;n:_nl |hj+1—h;|| prowadzi do wniosku,
iz (hp)nen jest ciagiem Cauchy’ego. Z domknietosci I istnieje h € I spelniajace
lhn — h|l — 0 przy n — oo. ZNiech 0 < ¢ < 11 |leg]| < K wynika, ze sumy
czesSciowe szeregu oznaczone przez g, sa zbiezne w A do pewnego g € A:

g f1+cz €k*1)
Skoro

921_01, e —l—ch—c k:c’;(l—c)k_lek,

to |lg|| < K oraz g € I, bo e, € I. Co wiecej,

gnhn = gn(g, ' f) = J. astad
gh = im0, On 10 B = 0 (Gnhn) = £

Stad h € Af, bo h,, € Af. Dalej

M:

1B = Il =Ngn ' f = FI<||D (g5 f =97 0 0)|| + lgr ' f = fII <

J

L)
<Dt

Jj=2

I
w\cq N
w\m
w\oq

co pozwala wywnioskowaé, ze |h — f|| < §

Przechodzimy teraz do dowodu istnienia elementéw e,,.

Potézmy e; = ey, , gdzie Ay € A izdefiniujmy g1 := 1 —c+ce;. Wtedy z Lematu
6.2.3 g1 jest odwracalne w A oraz

0
A+

lgr = 1] = cllex = 1]} < (K +1) =

0
AK+ 1A+ 11
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Znéw z Lematu 6.2.3 dostajemy [g; ' — 1|| < 2||g1 — 1||. Prowadzi to do uzasad-
nienie drugiego warunku dla n = 1: [lg7 ' f — f|| < [lg; ' = 1] - || f]| < &.
Zalozmy, ze elementy e; zostaly wybranedlaj = 1,...,n. Niech f,, := Y ;_, ¢(1—
c)*~ley. Wtedy f, € I i dodatkowo f, = g, — (1 — ¢)". Wybierzmy &, tak,
aby

T _ y—=1 0
0 < ener <min{ 3o 171 Sl 17171 + 21" 1) o -

Skoro (ey) jest lewostronna jedynka aproksymacyjng dla I istnieje e,iq1 :=
ex,., € I takie, ze

lent1fn — fall < éent1s llensrf — fIl < enta-

Okres$lmy
n+1
gnt1 =1+ cZ(l — c)k_l(ek —1).
k=1
Mamy

In+1 — Gn = C(l - C)n(enJr] — 1) i dalej
Gt = (L= -+ ceni1)gn = (gn + (1= )" (€nss — 1) = g + (1 = €ns1)gn =

n

=c(l—ent1)(gn — (1 =)") = (1 — eny1) Zc(l - C)jilej =c(fn — eny1fn)-

Jj=1

Niech F := E 41 := 1 — ¢+ cepy1. Skoro ¢ < %(K + 1)~ to z Lematu 6.2.3
dostajemy ||[E~1|| < 2. Stad

1 1

1 1
< 5=
lgw Il 2 llga NI E=1]

[(Egn) 10

1=

1
lgn+1 — Egnll < < §|

Z Lematu 6.2.3 g,+1 € G(A), a takze
197+1 = (Ega) ™| < 21(Bgn) ™ *llgns1 — Egull-

W konsekwencji

A= gt f =g fl = (gniaf — 9. "B ) + (97" E7 =90t f) ]| <
<oty =g "B A+ gt 1B = fll =
=lgnti— g2 "E7 AN+ g - 1B (F = ES)-

Poniewaz ||f — Ef|| = [|f — (1 — ¢+ cent1) f|| = cllf — ent1 f|, to wnioskujemy,
ze

A <2)(Egn) P llgn+1 = Egall - 11+ g MIET - e [1f = ensa fII.
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Zatem z Lematu 6.2.3 uzyskujemy [|[E~1|| <210 < c< 1, co daje
A2 g  IPIETHPIA - e Mfa = ensafall + 2llgn | - ¢ engr <

- _ 0
8llgz N1 llent1 + 2llgn llentr < Gr

Wywnioskujemy teraz klasyczne twierdzenie Cohena o faktoryzacji.

Twierdzenie 6.2.5. Niech B bedzie algebrg Banacha bez jedynki posiadajgcg
lewostronng ograniczong jedynke aproksymacyjng. Wowczas kazde f € B moze
zostaé zapisane jako f = gh dla pewnych g,h € B.

Dowdd. Wystarczy zanurzy¢ B w algebre z dolaczona jedynka i zastosowad
Twierdzenie 6.2.4. O

Zachodzi ciekawe uogdlnienie w jezyku modutéw!.

Twierdzenie 6.2.6 (Hewitt). Niech A bedzie przemienng algebrg Banacha, a T
wlasciwym domknietym ideatem w A oraz niech (X, ||+ ||x) bedzie lewostronnym
A-modutem Banacha. Zalozimy, Ze I ma K -ograniczong jedynke aproksymacyjng
w odniesieniu do X , czyli istnieje cigg uogdlniony (ex)rea C I taki, zelim|jey f—
fll=0dla f € I orazlim||exz — x|| =0 dla kaidego x € X. Wtedy dla kazdego
0>01ixz e X istnieje g € I orazy € X spelniajgce:

® =gy,
e |lglla <K,
° Hy—QSHX < 9.

Ciekawym ogdlnym zastosowaniem powyzszego twierdzenia jest nastepujacy
fakt.

Twierdzenie 6.2.7 (Varopoulos). Niech A bedzie przemienng algebrg Banacha
z jedynkq i niech I bedzie domknietym idealem wlasciwym. Zaloimy, ze I ma
ograniczongq jedynke aproksymacying. Wtedy

1. Dla kazdego ciggu zbieznego do zera (fy,) C I istnieje g € I oraz hy, € I
spetniajgce fn, = ghy, dla n € N oraz |hy| — 0.

2. Dla kazdego ciggu (a,) C I istnieje b € I oraz ¢, € I spelniajgce a,, = bey,
dla n € N.

Dowdd. Stosujemy twierdzenie Hewitta do lewego A-modulu Banacha X =

{(fn)neN D fn €, ”an - 0}- U

ILewostronny A-modul Banacha X to przestrzen Banacha X wraz z okreslonym dziataniem
A x X — X spelniajacym standardowe warunki modutu oraz dodatkowo |la - z||x < C|la||a -
lz|| x dla pewnej stalej C' > 0 i wszystkich a € A, z € X
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